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Poprzedni wyktad

Prawdopodobienstwo warunkowe

P(ANB)
P(B)

P(A|B)= P(B)>0
Reguta catkowitego prawdopodobienstwa (B; tworzg partycje)
P(4)=Y P(AnB)=> P(4|B)P(B,)

i=l i=l

Wzér Bayesa
P(4]| B)P(B)

P(B| ===,

Analiza bayesowska

Zagadnienia na kartkéwke nr 1 sg na stronie www kursu

Analiza bayesowska (jakosciowy przyktad wynikéw)

= Rzut monetg: do wyznaczenia P(O)
a priori + eksperyment 90 ortéw w 100 rzutach —  a posteriori

1 P(0)=0.5
— analiza doprowadzi do P(0)=0.86

2 P(O) — rozktad wokot 0.5
— analiza doprowadzi do rozktadu wokét P(O) =0.86

3 P(O) — rozktad wokdt 0.3
— analiza doprowadzi do rozktadu wokét P(O) =0.80

4 P(O) — rozkfad jednorodny na [0,1]
— analiza doprowadzi do rozktadu wokét P(O) =0.90

Im wiecej danych tym bardziej rézne P(O) a priori beda zbiegac sie do tego
samego P(O) a posteriori.
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‘ Wzor , fancuchowy

Zat. P(A nA,Nn...nA4,,)>0

Wtedy zachodzi wzér:

X..xP(A, |4 N4,N...0N4,_)

-dowod — iteracja definicji prawdopodobienstwa
warunkowego

-uzasadnia metode
Ldrzewka”

P(4 N Ay ...V A) = P(A)P(A, | A)P(Ay | 4 O Ay)x

‘ Niezaleznos¢ zdarzeni

= Dwa zdarzenia Ai B (P(A)>0i P(B)>0) sg
niezalezne gdy:

[P(4|B)=P(4) A P(B|A4)=P(B)

= Warunek wystarczajacy i konieczny niezaleznosci:
P(ANB)=P(A)P(B)

3
Niezalezno$¢ zdarzen Niezalezno$¢ zdarzen
= Dowod = L . . .
P(AN B) = Zdarzenia niezalezne nie muszg by¢ roztgczne
P(A|B)= P(B) / P(B) Tw. Jezeli zdarzenia A i B sg roztgczne i niezalezne
to P(A)=0 lub P(B)=0 lub P(A)=P(B)=0
P(A|B)P(B)=P(AN B) Dowod:
P(A)P(B) = P(ANB) P(ANB)=P(¢)=0 (z roztgcznosci)
= Dowod « oy P(ANB) = P(A)P(B) (z niezalezno$ci)
P(ANB)=P(A)P(B) P(A)P(B)=0
P(A|B)P(B)=P(A)P(B) /:P(B) = Nie nalezy myli¢ niezaleznosci zdarzen z
P(A|B) = P(A) roztacznoscia zdarzen!
= Analogicznie dla drugiej réwnosci P(B|A)=P(B)
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| Niezaleznosé zdarzen
= Warunek wystarczajacy i konieczny niezaleznosci
warunkowej: P(ANB|C)=P(4|C)P(B|C)

Nie nalezy myli¢ niezalezno$ci zdarzen z niezaleznos$cig
warunkowg zdarzen!

= Zdarzenia A, A,,...,A, sa parami niezalezne gdy:
Vi# jiP(4,NA;)=P(4)P(4;)
( (n-1)n/2 warunkoéw)
= Zdarzenia A, A,, ..., A, sg globalnie niezalezne gdy:
Vk<n:P(4y O Ay 0.0 Ay) = P(A)P(A,)... P(4,)
gdzie A,; to dowolne, rézne zdarzenia sposrod zdarzen
A LA,

‘ Zmienne losowe

Syt. Eksperyment losowy E i zwigzana z nim przestrzen zdarzen S,
zbudowana ze zdarzen s.

= Zmienng losowa nazywamy funkcje X, ktéra kazdemu zdarzeniu seS
przyporzadkowuje liczbe rzeczywistg X(s)=x

VseS— 5xes,

= X —nazwa zmiennej losowej (funkcji)

= x —wartosci zmiennej losowej X

= Sy — zbidr wartosci zmiennej losowej X (dyskretny — dyskretna
zmienna losowa; ciggly — ciggta zmienna losowa; mieszany —
mieszana zmienna losowa)

Np. rzut kostkg; X=liczba wyrzuconych oczek; Sx={1,2,3,4,5,6}

Np. rzut kostkg; X=kwadrat liczby wyrzuconych oczek; Sx={1,4,9,16,25,36}
Np. rzut kostkg; X=odlegtos¢ od ,4”; Sx={3,2,1,0,1,2}={0,1,2,3}

Np. rzut kostkg; X=liczba rzutéw az wypadnie sze$¢ oczek; Sx={1,2,3,...}
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. ienne o X(s)
‘ Zmienne losowe Zmienne losowe VseS§———>xeSy
. . . - . Zdarzeniem ze wzgledu na Sy nazywamy podzbiér Sy.
- B?ol‘ﬁggﬁgo eksperymentu mozna zdefiniowa¢ wiele zmiennych = Zdarzenie AeS i zbiér wartosci AeSy sa rownowazne (ekwiwalentne) gdy
= Zbior wartosci Sy ma nie wiecej elementow niz przestrzen S Vs € A:X(s) € Ax
= Jezeli S jest dyskretna to Sy jest dyskretny Vsx € Ay:3s € 5:X(s) = s¢
= Jezeli S jest ciagty przestrzenig to Sy moze byc¢ ciagty lub dyskretny = Inaczej méwigc zdarzenie A i zdarzenie (ze wzgledu na Sy) Ay sg réwnowazne,
woéwczas P(A)=P(Ay)
Np. losujemy liczbe a z przedziatu <0,10); X=a% Sy=<0,100) = Czyli zamiast operowa¢ na zdarzeniach mozemy operowac na zbiorach
Np. losujemy liczbe a z przedziatu <0,10); X=czes¢ catkowita a; Sx={0,1,2,...,9} wartosci w przestrzeni Sy
Przykiad: Eksperyment: rzucamy trzy razy uczciwg monetg
. $={000,00R,0R0,0RR,RO0,RRO,ROR,RRR}, zdarzenia elementarne
Typy zmiennych losowych réwnoprawdopodobne
= Dyskretna zmienna losowa — zmienna, ktéra przyjmuje co najwyzej Zdarzenie A: wypadta parzysta liczba ortow
przeliczalnie nieskoniczong liczbe wartosci Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A: {OOR,0RO,ROO,RRR}
= Ciagta zmienna losowa - zmienna, ktéra przyjmuje nieskonczenie wiele (w P(A)=4/8=1/2
sposob nieprzeliczalny) wartosci Zmienna losowa X — liczba ortéw w trzech rzutach
= Mieszana zmienna losowa - zmienna, ktora przyjmuje nieskorczenie wiele (w Zbior wartosci X: S¢={0,1,2,3}, P(X)=(1/8, 3/8, 3/8, 1/8)
sposob nieprzeliczalny) wartosci, a niektore sposrod jej wartosci sg wielkosciami Zdarzenie ze wzgledu na Sy: Ay — liczba ortéw w trzech rzutach jest parzysta: {0,2}
dyskretnymi. Jest zdefiniowana jednoczesnie na dyskretnym zbiorze zdarzen P(Ay)=1/8+3/8=1/2
(skonczqnym I.Ub przellqzalnle nieskonczonym) i ciagtym zbiorze zdarzen Czyli zdarzenie ,wypadta parzysta liczba ortéw” jest rownowazne w tym eksperymencie
(nieprzeliczalnie nieskonczonym) zdarzeniu liczba ortéw wynosita 0 lub 2"
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Zmienna | va i funkcje j isuj ‘
‘ Zmienna losowa i funkcje ja opisujace Dystrybuanta
Zmienna = Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy
dyskretna losowa X funkcje dajaca prawdopodobienstwo otrzymania
(1-dim) wartos$ci zmiennej losowej mniejszej bgdz rownej od
danej wartosci x:
F,(x)=P(X <x)
‘ Dystrybuanta Fy(x) ‘
/ = Przyktad: ‘
Dystrybuanta ! ;
Rozktad Funkcja gestosci w rzucie kostkg  «sf '—° 1
prawdopodobienstwa Py(x;) prawdopodobienstwa fy(x) ol — i
wl ]
o— 1
TR R R
[ T T S
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| Dystrybuanta - wlasnosci

= 0<F,(x)<1 (gdyz Fy(x) jest sumg
prawdopodobienstw)

= Jim F,(x)=1 (gdyz zdarzenie xs+ jest pewne)

" 4lim Fy(x)=0 (gdyz zdarzenie ponizej min{x} jest
niemozliwe)

= Fy(x) jest niemalejgca tzn. x, < x, = F.(x,) < F.(x,)

gdyz zdarzenie {X <x,} c{X <x,}

Fx(x) jest ciagta prawostronnie lim (Fy(x+8)—F,(x))=0

50"

= Fy(x) jest ciggta dla ciggtych zmiennych losowych
= Fy(x) jest bezwymiarowa

‘ Zwigzek dystrybuanty z
prawdopodobienstwem
= Tw. [P(a<X <b)=F,(b)-F,(a)|

rozigczne
= Dow: /\

Zdarzenie {X <b}={X <a}u{a<X <b} /P()
P{X <b})=P({X <a})+P({a< X <b})
F,(b)=F,(a)+P({a< X <b})

P({a< X <b})=Fy(b)~Fy(a)
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Zwigzek dystrybuanty z
prawdopodobiefistwem - wnioski

= Whniosek 1

Wezmy a=x-0, b=x
P(x—0<X<x)=Fy(x)-Fy(x-9) tlglir(l)

P(X = xX) = F (x)=lim F\ (x=6)

ale dla ciagtej zmiennej losowej {slfé Fy(x=08)=Fy(x)
zatem Vx: P(X =x)=F(x)-F(x)=0

Whiosek 2 (z Wniosku 1)
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X <b)
(zwigzek z prawdopodobieristwem geometrycznym)

Dystrybuanta warunkowa

Syt:
X-zmienna losowa,
A — zdarzenie takie, ze P(A)>0
= Dystrybuanta warunkowg zmiennej losowej X pod
warunkiem, ze zaszto zdarzenie A nazywamy
funkcie P({X <x}N A)
Fe(x|A)=———F—"—"—
P(4)
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Funkcja rozkladu prawdopodobienistwa

= Syt
X — dyskretna zmienna losowa
Sy — odpowiedni zbiér warto$ci zmiennej X

= Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa Py(x,)
nazywamy funkcje przyporzadkowujgca wartosciom
zmiennej losowej prawdopodobienstwo jej wystgpienia

Vk: Py(x,)=P(X =x,)

‘ Funkcja rozkladu prawdopodobienistwa
- wlasnosci

= Pi(x,)20 (whasnos¢ prawdopodobienstwa)

D Pi(x)=1 gdyz P(S,)=P(S)=1
k

» dla x <x,<..oraz k>1 mamy

Py (x,)=Fy(x,)—Fy(x,))

« P X(Xk) jest bezwymiarowe
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| Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa

= Syt
X — ciagta zmienna losowa o rézniczkowalnej
dystrybuancie
Sy — odpowiedni zbiér warto$ci zmiennej X

= Funkcja gestosci prawdopodobienstwa fy(x)

nazywamy funkcje d
Jr () == Fr(x)

Px<X<x+e)=F,(x+&)-F,(x)=
_FX(X+5)—FX(X)£ fim dF,\'(x)‘9
& dx

Funkcja gestosci prawdopodobienistwa -

wlasnosci
s fr(x)20
B P(x<X<x+dx)=P(x<X<x+dx)=..= f(x)dx

[ (e = I%Fx (Odt =F, (0], = F()=0=F,(x)

[rwa=F @ =1-0-1

P(a< X <b)=F(b)=Fy(a)= [ f,(dt

o1l
[fx(t)]_[x]

(wymiar)
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Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa

wlasnosci

= Uwaga 1:
Jezeli zmienna losowa X przybiera wartosci tylko z pewnego
obszaru to poza tym obszarem definiujemy fy(x)=0

= Uwaga 2:

Zaréwno funkcja rozktadu prawdopodobienstwa jak i funkcja
gestosci prawdopodobienstwa muszg by¢ znormalizowane, gdy tak
nie jest nalezy przeprowadzi¢ normalizacje fy(x)—N-fy(x)

®  Warunkowa funkcja gestosci prawdopodobienstwa nazywamy

funkcje d
fx(x‘ A):iFX(xl A)
dx

Przyklad: FGP (trapez) i odwracanie dystrybuanty

Syt: Zmienna losowa X opisywana jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa
w ksztalcie trapezu

fx(x)
0 dlaxe(-o,-1]
L $x+1 dlaxe(-1,0]
fr(x)= 4 dlaxe(0,2]
Fx+1 dlaxe(2,3]
0 dlaxe(3,+x]
= Wysokos$¢ trapezu obliczamy z warunku normalizacji

laxb)yh _(+2h 50 oy L h:%

1 T I f

- 0 1 2 3 x

Pole trapezu =

= Funkcje gestosci prawdopodobienstwa obliczamy wiedzac przez jakie
punkty przechodzg poszczegdlne odcinki

21

22

= Obliczamy dystrybuante F,(x)= j Sy dt

Przyktad: FGP (trapez) i odwracanie dystrybuanty
0 diaxe(-=-1]
Lx+d dlaxe(-10]
fe@={ 1 dlaxe©.2)
Lyl dlaxe (23]

dla x & (~0,~1]: FX(x):j/;((t)dt:de/:O o
z = la x € (3, +

dlaxe(-1,0]: Fy(x)= j f(0) d/::[‘0d1+j‘%1+%d1:0+(%f+‘71)‘
g g )

=1 4 lx— LI L) =Lt hxe

dlaxe(0,2]: Fy(x)= f_/‘x(r)dt: ]le(f)de’%dl:F\(0)+j%d!:
g 2 o o
:(%-oug.()»fg)»f(‘;z)\;:gﬁx-g-o:‘;xﬁ
dlaxe(2,3]: Fy(x)= j fe@)dt= I ﬁ\,(z)dt+j7‘r+ldz:lv',{(zth‘wldz:
= 2 2
=(2+)+ (2] =g r—(:27) 2=t 4 ad

. ; .
dlaxe@ ol F()= [ f@)ydi=[ fi@)de+[0di=F(3)+0==1-3+3-1=1

Przyktad: FGP (trapez) i odwracanie dystrybuanty

= tgcznie funkcja gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanta
Txx)
0 dlaxe(—o,~1]
ix+t dlaxe(-1,0]
fr=1 1 dlaxe(0,2]
2x+l dlaxe (23]
0 dlaxe(3,+»]

113

0 dia x & (~o,~1] !
Iyt +ix+L dlaxe(-1,0] Fx(x)

" */

1/67
I T T T
4 0 1 2 3

2Axtx-1 dlaxe(23]

Fe(x)={ ix+f dlaxe(0,2]
‘ 1 dla x € (3,+0]

Cigg dalszy przyktadu za tydzien
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