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Poprzedni wyktad

Rozkiad jednorodny
Rozktad wyktadniczy

= Rozktad Weibulla

= Rozktad normalny N(p,c2)

1 ~(x-p)’ ol
fr(x)= e xeR
* o2 “
- problem z dystrybuantg “

- waznos$¢ wynika z CTG
- standaryzacja ul
- specjalne metody generowania

Rozklad Pareto

=123, b=l
0
. ab’ 39
fr()=—7 x>b,a>0,b>0
X 23
= Parametr b opisuje potoZenie, a-ksztait 20|
= Warto$¢ oczekiwana i wariancja 1 \
ab \
E(X)=—"-  dlaa>1 10 \
P . \\
ab® D
var(X) = T a-2) dlaa>?2 v 1 2 3 4
(a=1)(a-2) a2, b=0512
= Zastosowanie: rozktad dochodéw, b

rozktad dtugosci plikéw, wielko$¢
czastek piasku, czasopisma w bibliotece 3 |
(rozktad Bradforda)

= Zasada Pareto:
np. 20% populacji ma 80% bogactw
(warto$ci zalezg od parametréw)

= Pojawia si¢ przy grupowaniu w rangi 4

Rozklad Gamma
X _ (Ax)a Iﬂe Ax
Fx) =" @

Parametr % opisuje potozenie i wielkosc¢,
parametr o opisuje ksztatt.
Warto$¢ oczekiwana i wariancja

x20,A>0,a>0 T(a)= J‘x""e"dx
0

a a
E(X)=— var(X) = 7 o UE25SASENI0N,  ambiecos
= Ztego rozktadu wyprowadza sig¢ inne
rozktady, np: oy
. (M) 2e ™ -
T
diaa=1 fx(x) )

dlaa=n/2,2=12  fy(x)=

2
Jest to rozktad X, (X) .Chi-kwadrat o n stopniach swobody”

/
20(n/2) L T T

Rozklad t-Studenta

(n+1) ~(n+1)
£ 1 F( é I+ X %
) P S 7 [ P
N Vi T(n/2)
Parametr n=1,2,... opisuje ksztatt.
Wartos¢ oczekiwana (dla n>1)
i wariancja (dla n>2):

E(X)=0 var(X)=—"1—
n-2

= Dlan=1 jest to rozktad Cauchy

= Dla n>30 dobrym przyblizeniem jest
rozktad normalny N(0,n/(n-2))

= Generowanie:

n

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad
N(0,1), a zmienna losowa Y ma rozktad

7)) to Z=X, A, ma rozktad t-Studenta o n stopniach swobody.

‘ Poréwnanie rozktadu t-Studenta i rozkladu normalnego

t-Student n=4, ® N(0.2) (var=2) t-Btudent n=4 (vn;z). N(@©,1.131)
)

// \ t-Student n=30 var=1071),  N@O,1)
L]

Rozktad t-Studenta przewaza

dla duzych |x| ~®= Rozkfad t-Studenta dazy do
ol N(0,1) dla duzych n
- - -2 i 2 4 6"

Wielowymiarowe zmienne losowe (wektory losowe)
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Wielowymiarowe zmienne losowe (wektory losowe)

= Syt. Eksperyment losowy E, zwigzana z nim przestrzen probek S

= n-wymiarowy wektor losowy X to funkcja, ktéra kazdemu
elementowi s nalezgcemu zbioru S przyporzadkowuje wektor n liczb
rzeczywistych (Xi(s), Xy(s),...,Xy(s)) (n zmiennych losowych),

= Np. Losujemy punkt na ptaszczyznie X4(s)=x,Xx(s)=y

= Nie ma zwigzku pomigedzy wymiarem elementu w S (czyli liczbg
zmiennych potrzebnych do opiiania wyniku eksperymentu) a
wymiarem wektora losowego X.
np. X =(X,X,,X;,X,):

X1 (8) =X, X5 (8) = 5,5 X5(8) = X, +3,, X, (5) = sign(x,)

= W dalszym ciggu ograniczymy si¢ do n=2

‘ Faczny rozklad prawdopodobienistwa

syt Z=(X.Y) S, =10y} i=1l2e. j=12.
= tacznym rozki prawdopodobienstwa nazywamy

(dwuargumentowa) funkcje, ktéra

Vi, ji Pyy(x,)=PH{X =xin{¥ =y }]=P[X =x,Y=y,]
= Wiasnosci:

Vi, j PX)y(x,,yj) >0

ZZPX.Y(XM.})])=1

P(4)= ZPX,y(xiay,)
(.3, )4
= taczna dystrybuanta
Fx.y(x,y):P[Xix,YSy]:Z ZPX,Y(X,’y;)

x<x <y

7 8
Brzegowy rozklad prawdopodobiefstwa ‘ T.aczna funkcja gestosci prawdopodobienistwa
= Brzegowym rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej X Syt 2 =(X.Y) X,Y — ciagle zmienne losowe
nazywamy (jednoargumentowa) funkcje Py(x;): i o T o
. = taczng funkcja gestosci prawdopodobienstwa pary (X,Y)
Py(x)=P(X =x,) ZZP( X=xin{Y= y,}) :Z Py y(x, ,y,) nazywamy funkcje, ktéra wigze sie z prawdopodobienstwem
J J zdarzenia A poprzez:
= Analogicznie: P, (y].) = ZPXJ (x,.,yj) P(A) = H Sry (5, y)dx dy
= Przyktad: dwukrotny rzut ﬁ10netq. - WIasnos'cAi:
X — liczba ortéw w pierwszym rzucie X v ' >
Y - liczba ortéw w dwéch rzutach v 0 B e %y Ser()20
[0 [ 1] o | 14| o |=14 J‘ J‘ny(x,y) drdy=1
12 1 14 | 14 | =172 e
[v o1 2] 2 0 14 | =1/4 P(x< X <x+dx,y<Y<y+dy)= fy,(x,y)dxdy
[Py | 14 [ 12 | 1 | Pulx) | =12 | =1/2 | =1
9 10
Niezaleznosé zmiennych IOSOWYCh ‘ Kowariancja i korelacja zmiennych losowych
= Syt. Z=g(X)Y)
= taczna dystrybuanta
e Y gy )Py (X, 3))
FXY(x,y):P[XSx,YSy]:I jf“(u,v)du dv TG
‘ S E(Z)=1 zsx
= Zmienne losowe X,Y tworzace I Ig(x; S (x,y)dx dy
wektor losowy s niezalezne gdy i
Vx,y Fyy(x,y)=Fy(0)F () = Whnioski: 1. E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)
. . 5 = Dla zmiennych niezaleznych
= co jest rownowazne
2. E(g(X)-g,(Y)=E(g,(X))-E(g,(Y))
Vx,y Pyy(x,)= P (X)P,(y) w szczegolnosci dla g,(X)=X i gx(Y)=Y E(XY)=E(X)-E(Y)
. _ = Dla zmiennych zaleznych
V. = X) fy
%3 fer(62)= fi (/) E(XD) 2 B0 ECT)
con(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)
11 12
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Kowariancja i korelacja zmiennych losowych

= Wzor cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)
jest rownowazny

con(X,Y) = E[(X - EQO)(Y - E(Y)]=

+o 40

= | | G=EQ)-EW)fy, (x3) dx dy

—0 -

Wiasnosci:

1. cov(X,X)=var(X)=0

2. Kowariancja nie musi by¢ nieujemna.

3. Dla zmiennych niezaleznych cov(X,Y)=0

4. E(XY) nazywamy korelacja zmiennych XiY

Wspodtezynnik korelacji zmiennych losowych

= Wspétczynnik korelacji zmiennych losowych X,Y
(unormowana kowariancja) to

cov(X,Y)

Jvar(X)var(Y)
= Wiasnosci:

1. Wspétczynnik korelacji jest bezwymiarowy.

Pry = pX,Y)=corr(X,Y)=

2. -1<p,, <1
3. pyy=1 dla Y=aX+b a>0
pyy=-1 dla Y=aX+b a<0

13

14

‘ Wspblcezynnik korelacji zmiennych losowych
.2
Dowaéd: R
Lemat (nieréwnos$¢ Schwartza): (E(XY))‘ <SE(XEQY?)
Dowéd lematu: oo
E(X)>0 bo E(X*)= jxf (@) dx
Przypadek 1: E(X2)>0 ® 20 50
g@=E[(r-2x) |= [y + 22 2207 ] = E[v* ]+ 2B X ]- 228 xY]
d(z) jest parabolg, ramiona do géry, g=0 gdyz jest E(nieujemna funkcja)—A<0
A=4(E[xv]) -4E[ x*]E[7*]
A<0 > 4(E[xv])-4[x*]E[v*]<0 - (E[xv]) <E[x*]E[r*]
Przypadek 2: E(X?2)=0
(L) = (e [0y =
l E[X*|E[v*|=E[0*|E[Y*]=0

- X=0 - - (E[xv])) =E[x*]E[r*]

O

‘ Wspdtczynnik korelacji zmiennych losowych
Dowdd twierdzenia:
Wezmy X—X-E(X), Y-Y-E(Y), wtedy z lematu

(E[(x —ECO) (¥ —EM)]) < E((xX -ECOY )E((r-E0))
(cov(X, 7)) < var(X)-var(Y)

—yJvar(X)-var(Y) <cov(X,Y) < «/var(X) -var(Y)

cov(X,Y)

Jvar(X) -var(Y)

= 3. Dla XY niezaleznych pyy=0.
Dowdd:  cov(x,¥) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]=
=E[(X-E))]-E[(Y-E(¥))]=0-0=0

= Pyy=0

-1< <1 - —l<p,, <1

15

Wspolezynnik korelacji zmiennych losowych
4. Wspétczynnik korelacji jest miarg zaleznosci liniowej

Pxy=1 dla Y=aX+b a>0
Pyy=—1 dla Y=aX+b a<0

Dowéd:
Y=aX+b

- E(Y)=E(aX +b)=aE(X)+b
var(Y) = var(aX +b) = a’ var(X)

cov(X,Y) = E[(X = EQX))(Y = E(Y))] = E[(X - E(X))(aX +b—aE(X)-b)]=
= E[(X - E(X))(aX —aE(X))]=aE[(X - E(X))(X - E(X))]=

- aE[(X —E(X))E] — avar(X)

S5 py,= cov(X,Y) _ avar(X) _ avar(X) =avar(X)=i
o \/var(X)var(Y) \/var(X)-a:var(X) \/az(vm()())l a]var(X) |4
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