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| Aksjomatyczna definicja
prawdopodobienistwa

Kazdemu zdarzeniu A w przestrzeni probek Q
przyporzadkowujemy liczbe rzeczywistg P(A)
zwang prawdopodobienstwem, tak by miata ona
nastepujace wtasnosci:

I VAcQ P(4)=0

II: P(Q)=1

Il Jezeli A, A,,... jest ciggiem roztgcznych zdarzen

© plJ4)=3 P4)

Podsumowanie: przestrzen probabilistyczna

Formalnie eksperymenty losowe opisujemy zatem za pomocg
trzech elementow:

I: Przestrzen probek Q (zbidr zdarzen elementarnych)

II: Przestrzen zdarzen losowych: zbiér podzbioréw przestrzeni Q
prébek z dotgczonym zbiorem pustym (o-ciato)

III: funkcja prawdopodobienstwa P(A)

np. obliczane poprzez (klasyczna definicja
prawdopodobienstwa) ze wzoru

(wiczenia)

‘ Whnioski z aksjomatéw
1. P(A)=1-P(4)
Dow: {AZuA:Q N {P(%UA):I -
An4=0 P(AU )= P(4)+ P(4)
— P(A)+P(A)=1 — P(A)=1-P(4)
2. P(4)<1

3. P(p)=0 a
4. Ac B= P(4)< P(B)
Dow: “ @ B

B=AU(ANB) — P(B)=P(A)+P(ANB)
— P(4)=P(B)-P(AnB)< P(B)

Whnioski z aksjomatow

5. Dla dwdch zdarzen roztacznych: P(AU B) = P(A)+ P(B)
6. Dla dwdch dowolnych zdarzen:

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AN B)

Dow:

A=(ANB)U(ANB) B=(ANB)U(4ANB)
P(A)=P(ANB)+P(ANB)  P(B)=P(ANB)+P(ANB)
P(ANB)=P(4)-P(AnB) P(ANB)=P(B)-P(ANB)

AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB)

P(AuB):P((AnE)u(AnB)u(AnB))=P(An1§)+P(AnB)+P(AnB)=

=P(A)— P(ANB) + P(ANB) + P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Whnioski z aksjomatow

7. Dla trzech dowolnych zdarzen:
P(AUBUC)=

P(A)+ P(B)+ P(C)-P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
Dow:
BC=BUC
P(AUBUC)=P(4UBC)=P(A)+P(BC)-P(ANBC) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)~P(AN(BUC)) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)=P((ANB)U(4NC)) =
=P(A)+ P(B)+ P(C)~ P(BAC)~P(ANB)~ P(ANC)+ P(ANBAANC) =
= P(A)+ P(B)+ P(C)~ P(BAC)~ P(ANB)~ P(ANC)+ P(ANBC)

8. Dla wiekszej liczby zdarzen

P[UA,]:iP(A,)— > P(A,AA,)+...+(—1)”*‘P[ﬁA,]

Isi<j<n i=t

(dowdd indukceyjnie)

| Prawdopodobienstwo geometryczne

Prawdopodobienstwo geometryczne — miarg ilo$¢ zdarzen
elementarnych odpowiadajgcych zdarzeniu A i przestrzeni
zdarzen Q sg pola (objetosci) odpowiednich figur (bryt)
geometrycznych (np. wyznaczenie liczby =, igta Buffona).

Bt = 4R

By =7R
z

R’
P(trafienia) =— ==
(rafienia) ===

P(trafienia) =
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Igta, a w zasadzie patyczek, Buffona

Rzucamy patyczkiem o dtugosci 2L na podtoge z desek (nieskoriczenie dtugich).

Odlegto$¢ pomiedzy deskami wynosi 2A, zaktadamy L<A.
lle wynosi prawdopodobieristwo zdarzenia: losowo rzucony patyczek przetnie
krawedz desek ?

Igta, a w zasadzie patyczek, Buffona

Rozwazmy sytuacje 0<x<A, 0<a<nt
Cata przestrzen Q: prostokat o wymiarach A*rn
Przeciecie krawedzi zajdzie dla x<Lsin(o) (y=Lsin(a) )

P .
Do opisu potozenia patyczka uzywamy dwoch zmiennych: Xi X L*sin(a)
X — odlegtos¢ srodka patyczka do najblizszej krawedzi powyzej Srodka patyczka. E Al / ol
o —kat (jak narys.) i
E
2A 0 T oa
A
e
A Co stanie sig
. . F 2 jezeli dopuscimy
P(przecigcie krawedzi) = Sax A<x<A?
7 8
Paradoks Bertranda Paradoks Bertranda
Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cigciwe AB. Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cigciwe AB.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cigciwa bedzie diuzsza niz bok tréjkata Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze cieciwa bedzie dituzsza niz bok tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag ? réwnobocznego wpisanego w ten okrag ?
Rozwigzanie I: Rozwigzanie II:
Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybor kata na ktérym oparta jest cigciwa Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybor odlegtosci $rodka okregu od cigciwy
A A _
Q=[0,R=1] > Q=1
A A 1 =
zZ :{0,—} - Z=—
2 2
1
B B
B B
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Paradoks Bertranda Prawdopodobienstwo warunkowe
Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cieciwe AB.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cigciwa bedzie diuzsza niz bok tréjkata Sytuacja' A.B — to dwa zdarzenia w przestrzeni prébek
réwnobocznego wpisanego w ten okrag ? Lo A
Q zwigzanej z eksperymentem E, P(B)>0. W wyniku
Rozwiazanie Ili przeprowadzenia eksperymentu E stwierdzamy, ze
Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybér punktu wewnatrz kota, ktéry bedzie zaszto zdarzenie B.
$rodkiem cieciwy przechodzacej przez punkt i prostopadtej do promienia Prawdopodobieﬁstwo warunkowe to liczba
Q=K(©0,l) - Q=z-1 P(ANB
_ v P(A|B)z¥ P(B)>0
> Z= n(gj P(B)
Powyzsza definicja jest zgodna z definicjg
aksjomatyczng prawdopodobienstwa.
Odpowiada ona prawdopodobienstwu zdarzenia A w
przestrzeni probek ograniczonej do zdarzenia B.
Sposob losowania jest wazny ! Rézne sposoby nie sg réwnowazne !
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Zgodnos¢ z aksjomatami ‘ Kilka wlasnosci prawdopodobiedstwa warunkowego
_P(4nB)
= Aksjomat|( P(4)>0 ) P(4] B):W P(B)>0

P(A4|B)>0 gdyz P(ANB)>0AP(B)>0
(41 3) gyz P(AnB)20.P(E)> = Kazde prawdopodobienstwo jest warunkowe

= Aksjomat Il ( P(Q)=1 ), teraz B jest przestrzenig probkowania
P(B|B)=1 gdyz PB|B)=LEOE)_PB) _ P(A4)=P(4|Q)
PB) - P(B) = ANB=¢= P(4|B)=0
= Aksjomat lll (A, roztaczne: P(J4,) =" P(4,)
x x . AcB:P(A\B):M
PAJ4)1B)=Y . P(4,1B) gdyz P(J4)|B)= P(B)
g g “ = Bc A= P(4|B)=1
PUA0ns) PUNE) ZPAnD  P(4|B)> P(4) = P(B| 4)> P(B)
P‘:(B: 5 BB P8 = Nie ma zaleznosci pomigdzy wartosciami P(A) i
:Z(I;T:EMAA 18) P(AIB).
= Mozna budowa¢ bardziej skomplikowane relacje.
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Kilka wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego ‘ Partycja przestrz eni pféb Ck
P(A|B)> P(A)= P(B| A)> P(B) Zbioér zdarzen B, k=1,2,...,n tworzy partycje przestrzeni
Dow: probek Q jezeli:
P(4|B)> P(4) Pg(l/‘jkl l Vizj:B B =¢
P(ANB) = P(A|B)-P(B)= P(B| 4)- P(4 I Us, -0
(40 B)= P(4|B)- P(B) = P(B| 4)- P(4) A _ .
P(B| A) np. zdarzenie A i przeciwne do niego zdarzenie Q\A tworzg

P(A|B)=P(4)- partycje przestrzeni Q.

P(B
&) Zat: zbiory B,,...,B, tworza partycje przestrzeni Q,Vi: P(B;) >0

P(4] B) _P@ L 4) = P(B|4) >1 = P(B|A4)>P(B) a zdarzenie Ac Q. Wtedy zachodzi reguta catkowitego
P(A) P(B) P(B) prawdopodobienstwa:

>1

P(A):iP(AﬁB,-):iP(A | B)P(B,)
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Wzo6r Bayesa Wzo6r Bayesa
Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego

P(ANB)=P(A|B)P(B) dla P(B)>0 Prawdopodobienstwo a priori — prawdopodobienstwo

zdarzenia przed wprowadzeniem dodatkowej informaciji

P(ANB)=P(B|A)P(4) dla P(4)>0 Prawdopodobieristwo a posteriori — prawdopodobienstwo
kacznie otrzymujemy wzér Bayesa zdarzenia po wprowadzeniu dodatkowej informacji
P(A4] B)P(B)
P(B|A)=—————= :
(B|A) PA) Przyktady:

Stosujgc powyzsze dla B=B, tworzgcego partycje I.  Losowanie kul z urny

przestrzeni Q dostajemy Il.  Test medyczny (¢wiczenia)

P(B, | 4)= Pu;k;A) __PUIB)PB)

S p(a|B)P(B)
i=1
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Przyklad: Losowanie kul

W urnie jest 6 kul, biate i czarne (co najmniej jedna biata i co najmniej jedna
czarna). lle jest kul biatych, a ile czarnych ?

Niech M; — ukfad z i kulami czarnymi w urnie
Apriori P(M;)=1/5=0.2

Losujemy dwie kule i obie okazujg sig biate (zdarzenie BB).

i 2
Jak teraz oszacujemy P(M;) ? P(BB|M,)- P(M,)

P(M,| BB)=
ale p(lzm,m:ii:ﬁzo.sm (M; | BB) P(BB)
65 6
Pwswn:g%:%:m
32
P(EB\M,):EE:%:().Z
PBBIM,) =252 ~0.067 — P(BB)=YP(BB|M,)-P(M,)=
65 30 i
P(BB‘M():%.%:%:O =0.667-0.2+0.4-0.2+...+0-0.2 = 0.2668

Przyktad: Losowanie kul cd

Zatem prawdopodobienstwa a posteriori

P(BB|M,)-P(M,)
P(BB)
0.667-0.2 _

0.2668
0.4:02
0.2668
0.2:0.2

P(M,|BB)=

P(M,| BB)= 0.50

P(M, | BB)= =030

P(M,|BB)=

02668
0.067:02
0.2

P(M,|BB)= 0.05

P(M,|BB)=

« Prawdopodobienstwa a posteriori sg rézne od tych a priori
« Prawdopodobienstwa sg rézne dla réznych uktadéw poczatkowych M,
« Niektére uktady zostaty wykluczone
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