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‘ Hipotezy statystyczne

= Testowanie hipotez statystycznych pozwala na sprawdzenie na

podstawie wynikdw proéby, przy zadanym poziomie ufnosci, czy

Jakie$ twierdzenie (hipoteze) dotyczace populacji generalnej jest

prawdziwe. Takg procedure nazywamy testem statystycznym.

Przyktady:

1) Czy prébka pochodzi z rozktadu normalnego?

2) Czy na podstawie proby mozna powiedzie¢, ze warto$¢
oczekiwana jest wigksza niz pewna wybrana liczba?

3) Czy wariancje dwoch rozktadéw, z ktérych mamy dwie rézne
prébki, sg sobie réwne czy nie?

= Jak wida¢ mamy zawsze do czynienia z pewng hipoteza zerowg
Ho, ktérg sprawdzamy i hipoteza alternatywna H, ktérg
przyjmiemy gdy w wyniku testu odrzucamy H,,.
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| Testy statystyczne

= Schemat postgpowania:

1) Sformutowanie hipotezy zerowej H,.

2) Okreslenie rozmiaru probki n.

3) Ustalamy poziom istotnosci a, zwany réwniez poziomem btedu
testu. Jest to prawdopodobienstwo popetnienia btedu I-go rodzaju,
a wiec odrzucenia, w wyniku testu, hipotezy Hy, podczas gdy jest ona w
rzeczywisto$ci prawdziwa. Zazwyczaj a<0.1.

4) Sformutowanie hipotezy alternatywnej H;.

5) Zaktadamy chwilowo, ze H, jest prawdziwa, i wybieramy statystyke
testowg 3, zalezng od préby, o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa.

6) Wyznaczmy obszar krytyczny W dla warto$ci 8, zalezny od a, H; in, w
taki sposob, ze prawdopodobienstwo, ze §eW wynosi o.

7) Wyliczamy, otrzymang na podstawie pobranej proby, warto$¢ statystyki
3. Gdy nalezy ona do obszaru krytycznego W to odrzucamy H,, w
przeciwnym razie twierdzimy, Zze nie ma podstaw do odrzucenia H,.
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‘ Testy statystyczne - uwagi

= Okreslenie obszaru krytycznego na podstawie a jest
niejednoznaczne. Mozna to poprawi¢ wprowadzajac
prawdopodobienstwo btedu ll-go rodzaju: przyjeciu fatszywej Hy,
gdy w rzeczywisto$ci prawdziwa jest hipoteza alternatywna H;.
Prawdopodobienstwo to oznaczamy B, a 1-f nazywamy mocg
testu.
Jezeli znamy f(5|H,) () i f(8|H,) (B) to obszar krytyczny wyznaczamy
jako zakres wartosci 8, ktéry minimalizuje B przy zadanym o.
Zazwyczaj znamy tylko f(8|Ho) i nie znamy mocy testu co oznacza,
Ze nie mozemy twierdzi¢, ze H, jest prawdziwa, a tylko, ze nie
odrzucamy H,. Test statystyczny, przy nieznajomosci 3, nazywamy
testem istotnosci.
= W praktyce opracowane sg zestawy statystyk testowych i zakresy
obszaru krytycznego dla réznych rodzajéw hipotez Hy i Hy. W
wigkszosci testéw zaktadamy, ze probka pochodzi z rozktadu
normalnego.
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‘ Testy statystyczne dotyczace E(X)
= Zat. Probka o liczebnosci n pochodzi z rozktadu N(E(X),c?).
= Badamy Hy: E(X)=X,.
= Statystyka testowg jest: ~
Gdy znamy odchylenie standardowe o: U = w

Ma ona rozktad N(0,1). o(X)
Gdy nie znamy odchylenia standardowego : t = w
Ma ona rozktad t-Studenta o n-1 stopniach swobody. S(X)
w W
H, (znane s) | (nieznane o)

E(X)#X, Uy [t1>t). o2

EX)>Xo u>uy., Bt

E(X)<X, u<u, t<t,
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Testy statystyczne dotyczace réwnosci

dwoch wartosci oczekiwanych

= Zat. Dwie populacje i dwie prébki: pierwsza o liczebnosci ny

pochodzi z rozktadu N(E(X),o4?), druga o liczebnosci ny pochodzi z

rozktadu N(E(Y),5v?).

Badamy Hg: E(X)=E(Y).

Gdy 6,2 i 5y2 53 znane statystyka testowg jest U =
Ma ona rozktad 7[;1(0,1).

E(U>:[@+$) (EC)-E)

Ho

0

1

var(U):[Uﬁ(x) + gz(Y))r var(X -Y) =

ny ‘nv Hl w
o(X) oY) — N
() b T EGoE(Y) U[>Us.q2
:[Lw+m]"[ﬂf<an):1 E(X)>E(Y) uSUy,
ny n, ny n,
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‘ Testy statystyczne dotyczace rownosci

dwéch wartosci oczekiwanych
= Gdy zeiﬁyi s3 nieznane lecz rowne, statystykg testows jest

t=

(n, ~1)S*(X) +(n, ~1)S*(Y)
ny +n, -2
Ma ona rozktad t-Studenta o (ny+ny-2) stopniach swobody.

S(X,Y):\/

H, w
EX)#E(Y) [t>ts-os
EX)>E(Y) Bl
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‘ Testy statystyczne dotyczace réwnosci

dwoch wartosci oczekiwanych
= Gdy 6,? i 6,2 53 nieznane i sa rozne, statystyka testowa jest
X =Y

$’(X), (V)
Ny n,

Ma ona rozktad przyblizany przez rozktad t-Studenta o efektywnej
liczbie stopniach swobody int(ng).

(s%xm%]z
Ny = O 2 it 7-2 H; w
1 (S%(X) 1 (s%(Y)
B0 LS TEREM | ot
E(X)>E(Y) >t
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‘ Wartos¢ P (P-value)

Zat: na podstawie proby uzyskali$my 5

— przyjmujemy H,
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‘ Wartos§¢ P (P-value) ‘ Wartos¢ P (P-value)
X . . L. ) L Konkretna prébka wyznacza jednoznacznie warto$¢ statystyki & na ktérej
Zwigkszajgc poziom istotnosci o: 3 moze znalez¢ si¢ w obszarze krytycznym W opieramy test. Poréwnanie jej z granicami obszaru krytycznego prowadzi, przy
zadanym poziomie istotnosci testu, do przyjecia lub odrzucenia hipotezy H,.
Zwigkszenie poziomu istotnosci o zwigksza obszar krytyczny W. Przy
odpowiednio duzym o warto$¢ statystyki & z prébki trafi do obszaru krytycznego.
Mozna zatem zapytac:
Jakiej warto$ci istotnosci testu a odpowiada otrzymana z prébki wartos¢ statystyki
§ ? Istotnos¢ testu o obliczong na podstawie statystyki & nazywamy wartoscia P
(P-value).
Czyli P-value jest najnizszym poziomem istotno$ci wymuszajacym odrzucenie H,.
Réwnoczesnie jest to najwyzszy poziom istotnosci wymuszajgcy przyjecie H,.
I 59 cW Uzywanie pojecia P-value pozwala zatem na réwnoczesne testowanie hipotezy
€ zerowej na wszystkich poziomach istotnosci:
— odrzucamy H, o . _ _ o dla o < P przyjmujemy Ho
Warto$¢ P to graniczny poziom istotnosci . pomigdzy odrzuceniem a przyjgciem H, dla o > P odrzucamy Hq
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Wartos¢ P (P-value) | Testy statystyczne rodzaju rozkladu
W praktyce: . o . Test zerowania sie wspétczynnika asymetrii i kurtozy (warunek
g:: E z 00101 odyzugamy Ho (0'01 Jest najmniejszym zwyczajowym o) konieczny rozktadu normalnego).
.1 przyjmujemy H, (0.1 jest najwigkszym zwyczajowym o ) E((x—E(X))) E((x—E(X))")
dla 0.01<P<0.1 widac, ze ustalenie o moze zmieni¢ konkluzje testu p= 5 B= - -3
(zatem np. pozgdane bytoby zebranie wigkszej ilosci danych). = Hy:B=p,=0 (U(X)) (G(X))
= Korzystamy z estymatorow
Rola P-value w analizie danych jest szczegodlinie istotna, gdy & lezy T.(B)= M, T.(8,) = M, _3 M _iz":(x _?)k
(przy zatozonym wczeéniej poziomie istotnosci o) blisko obszaru (M, "ITM,)? gt
krytycznego. \/, \/,
, . nT.(8) nT.(B)
P-value jest prawdopodobieristwem otrzymania (z rozktadu zgodnego = Dla duzych n statystyki Q, = \/L i Q= \/L majg
z Hy) wartosci co najmniej tak ekstremalnej jak 8. rozktady N(0,1). 6 24
Zwiazek 576l definicil o naiwicksze Wiarvgodnosci = Hpi B#01i B#0
wigzek powyzszej definicji z metoda najwigkszej wiarygodnosci. = Obszarem krytycznym na poziomie istotnosci o jest przedziat:
Zwigzek obszaru krytycznego z przedziatem ufnosci. |Q > U p Y 1Q, > Uy
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Wykres normalny (normal probability plot)

= Stuzy do zbadania, czy probka pochodzi z rozktadu normalnego.

= Syt: dysponujemy n-elementowg proba x,...,X,; porzadkujemy jg dostajac
X+ Xo:

= Na jednej osi (najczesciej OY) odktadamy x.
= Na drugiej osi (najczesciej OX) odktadamy kwantyle rozktadu normalnego
N(0,1) na poziomach:

a) k/n dla k=1,...,n
lub
b) k/(n+1) dlak=1,...n
lub
c) (0.5)\(1/n) dlak=n
(k-0.3175)/(n+0.365) dlak=2,...,n-1
1-(0.5)(1/n) dla k=1
lub
d) (k-a)/(n+1-2*a) dla k=1,...,n, a=3/8 w jezyku R

( najczesciej b) lub c) — réznice praktycznie nieistotne dla duzych n)
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Wykres normalny (normal probability plot)

08 Y: probka pochodzaca z rozkladu:

NO1) Weibulla (a=1.1, b=4) jednorodnego (-0.5, 0.5)

Kwantyle rozkladu normalnego N(0,1) na poziomie wg. podpunktu ¢)

= Mozna wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji i poréwnac z warto$ciami
krytycznymi odpowiedniego testu statystycznego — na tej podstawie
przyjmujemy lub odrzucamy hipoteze méwiaca, ze prébka pochodzi z
rozktadu normalnego.

= Analogicznie mozna bada¢ pochodzenie prébki z innych rozktadéw.
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‘ Testy statystyczne rodzaju rozkladu

Test Shapiro-Wilka (n<50)
= Hy— probka pochodzi z rozktadu normalnego.
= Statystyka testowg (dla uporzadkowanej probki) jest
2

RéZni‘ce Xp.i+1-X; NAZYWamy
quasi-rozstgpami rzedu i.

int(n/2)
[ Za‘(nxxn,.ﬂ—on |

W=

n —
Z (X i X )2
j=1

= Gdzie a(n) to znane (stablicowane) state wspotczynniki zalezne od i

in.

= Obszar krytyczny:

W e (-0,W,;, (n)) U Wy, (n),+0)
gdzie Wy(n) to kwantyle rzedu B rozktadu W (dostepne w tablicach).

= Przyktad aplet: test Shapiro-Wilka dla prébek z réznych rozktadow.
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| Generatory rozkladu jednorodnego

= Rozktad jednorodny na przedziale (a,b)
E(X)=(b+a)/2  var(X)=(b-a)%/12
= Realizacja numeryczna:
= Najbezpieczniej uzywac sprawdzonych procedur (np. biblioteki
CERN)
= 1) Metoda kongruencyjna — generator liniowy
Xnor = (@gXy + X4 +...+ 8 X, +8,,)(ModM) &, x €[0,M)
k+1 poprzednich
K=0 — generatory multiplikatywne X,,; = (8,X,)(modM)
K=1 — generatory Fibonacciego X,,; = (a,X, +&X,)(mod M)

Generatory mieszane X, = (8,X, +a,)(mod M)
(W jezyku C funkcja srand daje a,= liczba sekund od 1.1.1970)
Np. 2,=69069 a,=1 M=232 (Marsaglia 1972)
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| Generatory rozkladu jednorodnego

= Przykiad - generator mieszany:

x, = (5%, , +1)(mod16) Okres =16

X,=X;7=10

= Dane wejsciowe: x,=5:

= Kolejne otrzymywane liczby:
10, 3,0, 1, 6,15, 12,13, 2,11, 8,9, 14, 7, 4,5 10, 3, 0, 1, 6, 15,
12,13,2,11,8,9,14, 7, 4, 5.

= Po podzieleniu przez 16:

= 0.6250, 0.1875, 0.0000, 0.0625, 0.3750, 0.9375, 0.7500, 0.8125,
0.1250, 0.6875, 0.5000, 0.5625, 0.8750, 0.4375, 0.2500, 0.3125,
0.6250, 0.1875, 0.0000, 0.0625, 0.3750, 0.9375, 0.7500, 0.8125,
0.1250, 0.6875, 0.5000, 0.5625, 0.8750, 0.4375, 0.2500, 0.3125.
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| Generatory rozkladu jednorodnego
= 2) Uogodinione generatory Fibonacciego
(przypominajg ciag Fibonacciego fy=f,=1 f,=f,+f,, dla n>1)
%, = (8%, + 8%, ,)(mod M) —
%, = (8%, , +ax, )(modM) —
Xy = (X, ®ayx,_)(mod M)
gdzie ® = +,—,, Xor,...
Inny zapis:
F(r,s,®)
Np.
F(17,5,+) dla M=232 ma okres (217-1)231
F(17,5,) dla M=232 ma okres (217-1)22°

| Generatory rozktadu jednorodnego

= 3) Generatory oparte na mnozeniu z przeniesieniem

Inicjujemy podajgc wartosci X;,Xs,...,X, €(0,M) i c=0 c-parametr

przeniesienia.

X, =(C+aX, , +...+aX, , )(modM)
gdzie w kolejnych iteracjach
c— Int[(c+aX, , +a,X, , +...+aX, )/ M]
Np

+1215x,_; +1066X, , +12013x, ;) mod 2'®

= 4) Generatory nieliniowe np. X, = (& (X, ;)" +c)(mod M)

X, nie zalezy od poprzednich x,

— dobry do programowania X, = (X, 1)Z(mOd M)
n n-

a;,x €[0,M)

=X, = (a(n+b)+c)*(mod M)

X, = (C+1941x,_, +1860x, , +1812X,_, +1776x, , +1492X, , +

réwnolegtego
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| Generatory rozkladu jednorodnego | Generatory rozkladu jednorodnego
5 G t t iestrach h a b axorb
- ) Generatory oparte na rejestrach przesuwnycl 00 o = Przykiad: generator MZT (Marsaglia, Zaman, Tsang 1990), okres 2144,
X, = (8%, +...+ 3 X, )(mod 2) a, % {01} 10 1 Skiada sie z dwoch generatoréw:
i 120 ie i
Poniewaz (a+b) mod 2 = a xor b to a.. =ldlam<lI (1) 1 é D F(O7.33.9) 0 olresie 215 generuie liczby Vo<[0.1) dl >
- im = X—y a xxy
X, =X Xor X, XOr ... xor X,
n = et T P -t a,,=0dlam>I Vi =Vig OV, 5 xX@y=
. x-y+1 dla x<y
Tworzymy cigg bitéw X, i z niego liczby pseudolosowe
U; = 0%, Xigy2--- Xis,.  dlas<Lorazi=0]1,.. Inicjalizacja polega na nadaniu wartosci liczbom V;,...,Vy;. Robimy to
gdzie s i L to wybrane parametry. generujac ich bity b, generatorami liczb catkowitych
Np.L=8,5=3 uUIS:O.xlxz.“xﬁ Yo = (Yns* Yaz  Yar) MOA(L79)
53 z, =(52z, , +1)mod(169)
Up = 051X 50 Xsig = 0.X,Xg . Xy
toss _ |0 dla (y,-z,)mod(64) <32
Uy = 0.Xg,4Xg 0.0 Xoyg = 0.X Xg .0 Xy n 1 dia (y,-z,)mod(64)>32
Konstrukcja ta zwana jest rowniez schematem Tausworha. Cazyli uzytkownik podaje y;.y5.Ys €{1,2....,178}, z, €{1,2,...,168}
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| Generatory rozkladu jednorodnego | Generatory — inne metody
2) Generator liniowy o okresie 224-3 generuje liczby c,(0,1) = Metoda superpozycji
— Stosujemy tam, gdzie trudno odwréci¢ dystrybuante, ale mozna jg podzieli¢
= >
c” CH ®a, n2 2 na czesci, ktdre tatwo odwracac.
gdzie a=7654321/16777216, C,=362436/16777216, F=YcF¥® 0<c<l Y=L
® X—y dla x> y Przykbad:k «
X®y= 5 4
x—y+16777213/16777216 dla x<y fx(X):E(lJr(X*l) ) xe(02)
Ostatecznie generator MZT zwraca liczbe = Metoda eliminacji: stosujemy gdy f(x) jest niezerowa tylko w przedziale
U =v c (a,b) i ograniczone (przez stata <c). Metoda postepowania: losujemy punkt
n=Vn ® n (x,y) w prostokacie o bokach (a,b) i (0,c), jezeli lezy on pod f(X) to
gdzie ponownie akceptujemy x, w przeciwnym wypadku losujemy kolejny punkt.
— >
XD y= X-y dla x> y = Metody z przeksztatceniem — szukamy innej zmiennej losowej o tej samej
x—-y+1 dla x<y dystrybuancie (funkcji ggstosci prawdopodobienstwa).
Przyktad: f, (x)=nx""  xe(0))
Powyzsze przyktady i wiecej informaciji: R.Wieczorkowski, R.Zielinski generujemy jako - x=max(y, 75, 70) 7 €(0d)
,Komputerowe generatory liczb losowych”, WN-T 1997
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Metoda superpozycji - przyktad

Niech fx(x):%(h(x—l)") xe(0,2)
wtedy Fx(x):%jj(n(x—l)‘)dx:%(w“;”5‘ )= g [Bxs00-0%41]
0

(odwracanie ucigzliwe bo wymaga wyliczenia y z %[Sy +(y —1)5 +1:| =X

Ale:

f)=3@+(x-)*)=2.2+1.5(x-1)"
X 12 62762 FX(X):ZCkF;k)(X)

FX(X'):%%x%%%[(x'—l}sﬂ] x

Na tym opieramy algorytm: 0<e <1 ;Ck =1
1. Losujemy v, z rozktadu jednorodnego [0,1] — bedzie decydowa¢ o wyborze c;

2. Losujemy vy, z rozktadu jednorodnego [0,1] — warto$¢ dystrybuanty Fy(x')

5 1 . 3.Ostatecznie zwracamy
Nn<g = X=3y > y=2x - y=2y, tolubto

/
1
nzt - x:;[(y—l)“rl] - y=1+¥2x-1 - y=1+32y,-1
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Metoda z przeksztatceniem - przyktad o {1 dla 220
0(z)=
Niech f, ()=m"  x<(0) 0 dla z<0
Wtedy Fx(x):j0 n(x) dx'=x" - O(x-x)=1
- x-x'20
Pokazemy, ze X=0(7;,75:..-,7,) 9dzie y, maja S oxex'

niezalezne rozktady jednorodne na (0,1) dla pewnej funkcji g majg ten sam
rozktad prawdopodobienstwa co wyjsciowy X.

Fe= [ f0)d= [ ) drdydy, =

Qixsx X'=g(71n7n)<X

igg;alelznoélci (i ra) = 100) fo () fr(r) =1" =1
o= [y 100 97 7 ) Ay Ay =

wybieramy 9(71, 721+ 70) =MaX(33, 50 7,)

. 1 1
coprowadzido [ [ O(x—max(7y,751-+:7,)) d7:d7,.dy, = ..
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Metoda z przeksztalceniem - przyklad @ {1 dla 220
6(z)=
Wyrazenie pod catkg 0 dla z<0
1 19 drv.d dy = - O(x—x)=1
[,-f 6x=max(z, 70y ) ey = 2 T
jest niezerowe gdy S ox=x'

O(x=max(y,, 75, 7,)) #0
= X2MAX(7, 5 7n)

= X2y 0ox2yp, Qadox2yp,
= <X i p,<x i.i oy, <x
Zatem

X px
n
:-[0 “'.[0 dydy,..dy, =x
Czyli zmienna x=max(yy,7,...,¥,) Mma rozkfad tak jak zmienna dana interesujacg
nas funkcjg gestosci prawdopodobienistwa fy(x)=nx"*

— zmienng X mozemy generowac¢ poprzez szukanie maksimum z (y;,7,,...,Yn)-
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