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Poprzednim razem

Wielowymiarowe zmienne losowe

◼ Łączny rozkład prawdopodobieństwa

◼ Brzegowy rozkład prawdopodobieństwa

◼ Łączna dystrybuanta  

◼  Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa
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Łączna dystrybuanta

◼ Prowadzi to do dystrybuanty brzegowej

◼ Dystrybuanta brzegowa zmiennej X to

 a stąd brzegowe funkcje gęstości prawdopodobieństwa 
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Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa 

i dystrybuanta - przykład

Syt. X,Y – ciągłe zmienne losowe        

             

◼ Normalizacja
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Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa 

i dystrybuanta - przykład

◼ Brzegowe funkcje gęstości prawdopodobieństwa
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Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa 

i dystrybuanta - przykład

◼     Prawdopodobieństwo P(X+Y<1)

X+Y<1 → Y<-X+1
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Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa 

i dystrybuanta - przykład

◼     Dystrybuanta FX,Y(x,y)
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Łączna funkcja gęstości prawdopodobieństwa 

i dystrybuanta - przykład

RPiS 2024/2025      7

4. 0 < 𝑥 < 1 𝑖 𝑦 ≥ 1
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y Niezależność zmiennych losowych

Wynik końcowy FX,Y(x,y):

◼ Zmienne losowe X,Y tworzące 

     wektor losowy są niezależne gdy 

◼ co jest równoważne

RPiS 2024/2025      8

)()(),(, , yFxFyxFyx YXYX =

)()(),(,

)()(),(,

,

,

yfxfyxfyx

yPxPyxPyx

YXYX

YXYX

=

=

Kowariancja i korelacja zmiennych losowych

◼ Syt. Z=g(X,Y)

 

◼ Wnioski:

◼ Dla zmiennych niezależnych

 w szczególności dla g1(X)=X i g2(Y)=Y

◼ Dla zmiennych zależnych
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Kowariancja i korelacja zmiennych losowych
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 jest równoważny

 

◼ Własności:

 1.

 2. Kowariancja nie musi być nieujemna.

 3. Dla zmiennych niezależnych cov(X,Y)=0

 4. E(XY) nazywamy korelacją zmiennych X i Y
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Współczynnik korelacji zmiennych losowych
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◼ Współczynnik korelacji zmiennych losowych X,Y 

(unormowana kowariancja) to 

 

◼ Własności:

 1. Współczynnik korelacji jest bezwymiarowy.

 2.
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Współczynnik korelacji zmiennych losowych
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◼ 2. 

 Dowód:

Lemat (nierówność Schwartza):

Dowód lematu:

Przypadek 1: E(X2)>0

g(z) jest parabolą, ramiona do góry, g≥0 gdyż jest E(nieujemna funkcja)→≤0

Przypadek 2: E(X2)=0
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Współczynnik korelacji zmiennych losowych
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Dowód twierdzenia:

Weźmy X→X-E(X), Y→Y-E(Y), wtedy z lematu

◼ 3. Dla X,Y niezależnych X,Y=0.

Dowód: 

 

 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2 2

2

,

( ) ( ) ( ) ( )

cov( , ) var( ) var( )

var( ) var( ) cov( , ) var( ) var( )

cov( , )
1 1 1 1

var( ) var( )
X Y

E X E X Y E Y E X E X E Y E Y

X Y X Y

X Y X Y X Y

X Y

X Y


− −  − −  

 

−    

−   → −  


( )( )

( ) ( )

,

cov( , ) ( ) ( )

( ) ( ) 0 0 0

0X Y

X Y E X E X Y E Y

E X E X E Y E Y



= − − =  

= −  − =  =      

→ =
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4. Współczynnik korelacji jest miarą zależności liniowej

 

Dowód:
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◼ 5. Jeżeli X,Y=0 to zmienne X i Y nie muszą być niezależne; 

nazywamy je wtedy nieskorelowanymi.

  Ważny wyjątek: jeżeli X i Y mają rozkłady normalne i X,Y=0 to 

zmienne X i Y są niezależne.

◼ 6. Jeżeli X,Y≠0 to zmienne X i Y nie są niezależne.

◼ Macierz kowariancji

 Jest symetryczna, bo cov(Xi,Xj)=cov(Xj,Xi).

◼ Korelacja jako narzędzie testowania generatorów liczb pseudolo- 

sowych (X,Y=0 ), zadania kontrolne, np. N-wymiarowa kula o R=1. 
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