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Poprzednim razem

Wielowymiarowe zmienne losowe

= taczny rozkiad prawdopodobienistwa Py y (%, y J-)

= Brzegowy rozklad prawdopodobiefistwa Py (%)= Pey (X, Y,)
i

= taczna dystrybuanta Fy (X, Y) = Z z Py (%, Y5)

KEX Yy<y
= taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa

X

2 Y
e For ()= [ [ ey v dudy

Faczna dystrybuanta
7. Fy(¥)=P[X <x]=P[X <X,Y <+0] = Fy , (X,+)
Fv (y) = Fx,v (+°Ov y)
= Prowadzi to do dystrybuanty brzegowej
= Dystrybuanta brzegowa zmiennej X to
Fe ()= lim Fy, ()
a stad brzegowe funkcje gestosci prawdopodobienstwa

f ()= F () = Frx (X =

:%“ Ifx‘v(u,v)dudv}:fovy(x,v)dv
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Laczna funkeja gestodci prawdopodobienstwa ‘ Laczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa
i dystrybuanta - przyktad Y a i dystrybuanta - przyklad o
Syt. X,Y — ciagte zmienne losowe 1 t o xy) 2 dla0<x<y<il
X,y) =
ooy {c dla0<x<y<1 V)= poza tym obszarem
xy (X y)= 1 x
0 pozatym obszarem = Brzegowe funkcje gestosci prawdopodobienstwa Y
1 x 1 hasasssnsssas
= Normalizacja I3 R "
. f ()= [ fi, (xy)dy=] 2dy=2y[ =201-x)
j [ froundydx=1 — ”cdydx 1 ” . R
LA 1
tF i i L y *
J'chydx:c_[ J.ldydx:cjly\K dx:cfl—xdx:c(x\n—éxz‘u): . Y ] L
o X 0% 0 0 fv(y):_[ fx_y(x,y)dx:j2dx:2x\§:2(y—0):2y
=c(1-0-1+0)=1c - 0
ic=1 —» c=2 >
1 x
RPIS 2024/2025 3 RPIS 2024/2025 4
‘ Faczna funkcja gestosci prawdopodobiesistwa ¥ 4 ‘ Faczna funkcja gestosci prawdopodobiefistwa ¥
i dystrybuanta - przyktad i dystrybuanta - przyktad 1 pasanananany
2 dla0<x<y<1 H 2 dla0<x<y<1
fex () y)= i fry (v y) =
0 poza tym obszarem ] EN 0 poza tym obszarem .
1 1
. Prawdopodobienstwo P(X+Y<1) X " Dystrybuanta Fy y(X,y) y X
POX+Y <D= [ fe (xy)dydx vix Lox<0 Wb y<h FryGy)=0 P Toe—
et oy X“dg?:;:d"‘ 2. D<x<1f1ﬁ0<y<x JZ JZ "
+Y<1 — Y<-X+ 1 Fey(6y) 2dy de=2 3] ax=2[(y-9 dr= yﬂ—f‘y
05 1-x 05 1-x l“fy o " 0 5 >
P(X +Y <1)= jfw(x,y)dydx:j' _[Zdydx: :z(y;:,,z;ﬂ)n:zw e o040y =y Va 1 x
0s o o > 3. 0<x<1 i x<y<1l
1\x Xy y y 1 pe
j Ydx = 2J.l X—xdx= 2]1 2x dx = Fx,y(x,y)=ffzayai=2jy|ia;z2j(yf£)a£= g
0 B ) lLiz)l X ) 10 , 7“' ,
( %X )‘ _2(%7(%) 0+0) 2(% %):% 72(yx72x)072(yx721 —0+40) = 2xy — x° .
1 x
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‘ Faczna funkcja gestosci prawdopodobiefistwa ¥4 )

i dystrybuanta - przyktad 1

4 0<x<1 i y=1
Fyy(xy) = szdydx Z’{y‘ dx = zf(l %) di= L
X
LSk
:z<x—zx2>
X
5. x21 i 0<y<1
v p
Fytn = [ [2ay ax=2[5]) ax=2 [ - ax= y -
0r i i
1
:z(ﬁ—iil)
5
6 x=1 i y=1

17 3 3
:
FX,y(x,y)szzdy d;:zfy\k di:zf(pi)d;:
oz ) )

1

1
:Z(i—222>
o

1
:z(x—zxz—(nu):zx—xz

1
=207 -5y -0+ 0) =y?

1
=2(1-512-040)=1
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‘ Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Wynik koricowy Fy y(x,y):

= Zmienne losowe XY tworzgce
wektor losowy sg niezalezne gdy

VX, y Fx,v (Xv y) = Fx (X)Fv (Y)
= co jest rownowazne
X,y Px‘v(xv y): Px (X)Pv(y)
X,y fx‘v (Xv y): fx (X) fv(y)
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‘ Kowariancja i korelacja zmiennych losowych Kowariancja i korelacja zmiennych losowych
" St ZEgY) . Wazer cov(X,Y)=E(XY)—E(X)-E(Y)
Zzg(x.v yJ)Px v (%5, y,) jest rownowazny
E@)={ sz cov(X,Y) = E[(X —ECO)Y —E(N)]=
[ Jotxy)f(xy)dxay
= [ | =ECONy-EM)fy, (x ) dxdy
= Whnioski: 1. E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) o
= Dla zmiennych niezaleznych )
2. E(9:(X)-9,(Y)) =E(9,(X))-E(9,(Y)) = Wiasnosci:
w szczegdlnosci dla g;(X)=X i g(Y)=Y  E(XY)=E(X)-E(Y) 1. cov(X, X)=var(X)=0
= Dla zmiennych zaleznych 2. Kowariancja nie musi by¢ nieujemna.
E(XY) = E(X)-E(Y) 3. Dla zmiennych niezaleznych cov(X,Y)=0
cov(X,Y) = E(XY)—E(X)-E(Y) 4. E(XY) nazywamy korelacjq zmiennych X iY
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Wspolezynnik korelacji zmiennych losowych

= Wspétczynnik korelacji zmiennych losowych X,Y
(unormowana kowariancja) to

Pex EP(X’Y)ECOFF(X,Y)=%

= Wiasnosci:
1. Wspdtczynnik korelacji jest bezwymiarowy.

2. -1<p, <1
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‘ Wspolezynnik korelacji zmiennych losowych
<

= 2.
Dowoéd:
Lemat (nieréwnos¢ Schwartza): (E(XY)) <E(X?)E(Y?)
Dowéd lematu:
E(X%)>0 bo E(X )—jx f (x)dx
Przypadek 1: E(X2)>0 20
9@ =E[(Y-2X) |=E[v?+2 XQ—ZZXY]:E[Y2}+Z2E[XZJ—ZZE[XY]
a(z) jest parabolq ramiona do gory, g20 gdyz jest E(nieujemna funkcja)—A<0
A=4(E[xY])’ ~4E[X*]E[Y?]
A<0 - 4(E[xY])-4E[X?]E[Y?]<0 - (E[xY])'<E[X*]E[Y?]
Przypadek 2: E(X?)=0
E[XY])’ =(E[0-Y]) = ? =
5 oX=0 - ( [ ]) ( [0 ]) ( [0]) 0 N (E[XY])2=E[X2]E[YZ}

E[x?|e[Y*]=E[0*]E[Y*]=0

]
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‘ Wspolezynnik korelacji zmiennych losowych
Dowdd twierdzenia:
Wezmy X—X-E(X), Y=Y-E(Y), wtedy z lematu

(E[(X —E)) (Y -EM)]) < E((x-ECO))E((Y-EMY’)
(cov()(,\())2 <var(X)-var(Y)

—yJvar(X)-var(Y) <cov(X,Y) < \fvar(X)-var(Y)

_ Msl - -1<p, <1

~ Jvar(X)-var(Y)

= 3. Dla XY niezaleznych py=0.
Bowdd:  coy(X,Y)=E[(X —E(X))(Y -E(Y))]=
=E[(X—E(X))]-E[(Y—E(V))]=0-0=0

= pyy =0
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Wspodtezynnik korelacji zmiennych losowych
4. Wspétczynnik korelacji jest miarg zaleznosci liniowej

pxy=1 dla Y=aX+b a>0
pxy=-1 dla Y=aX+b a<0

Dowéd:
Y =aX+b

— E(Y)=E(aX +b)=aE(X)+b

var(Y) = var(aX +b) =a® var(X)

cov(X,Y) =E[(X —E(X))(Y —E(Y))]=E[(X —E(X))(aX +b-aE(X)-b)]=
=E[(X —E(X))(aX —aE(X))]=aE[ (X —E(X))(X —E(X))]=
:aE[(X—E(X))Z]:avar(X)

cov(X,Y avar(X avar(X avar(X) _a
S Xy _ (X)  __aver(x) _avar(x) _

T aVarY) | Jvar(X)-a? var(x) JeE (varpoy lver) el
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Wspblcezynnik korelacji zmiennych losowych

= 5 Jezeli pyy=0 to zmienne Xi Y nie musza by¢ niezalezne;
nazywamy je wtedy nieskorelowanymi.

Wazny wyjatek: jezeli X iY majg rozktady normalne i pyy=0 to
zmienne X i Y sg niezalezne.

= 6. Jezeli py#0 to zmienne X i 'Y nie sg niezalezne.

= Macierz kowariancji

var(X;)  cov(X;, X,) ... cov(X;,X,)
cov(X;, X,)  var(X,) H SN G- var(X) - cov(X,Y)
Kyx, = : . : X cov(Y, X)  var(Y)
cov(Xy, X,) .. ovar(X,)
Jest symetryczna, bo cov(X;,X;)=cov(X;,X). 2 g™
N TN T(N/2)

= Korelacja jako narzedzie testowania generatoréw liczb pseudolo-
sowych (pyy=0 ), zadania kontrolne, np. N-wymiarowa kula 0 R=1.
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