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Dyskretne rozklady prawdopodobiefstwa

= Rozktad j y (rozkiad Ber 0 parametrze p
Zmienna losowa to ilo$¢ sukceséw w jednokrotnym powtérzeniu eksperymentu w
ktérym mozliwe sg tylko dwa wyniki
Sx={0,1} Pl P dlax=0
Rozktad prawdopodobieristwa x)=
P P P dlax=1

= Rozktad dwupunktowy o parametrze p
Zmienna losowa przyjmuje dwie dowolne wartosci, jedng z prawdopodobienstwem p,
drugg z prawdopodobieristwem 1-p.

Rozktad wielopunktowy o parametrach p;, i=1,2,...,n
przy czym p+py+...+p,=1
Zmienna losowa przyjmuje skoriczong (n) ilos¢ dyskretnych wartosci.

Rozktad wielopunktowy o parametrach p;, i=1,2,...
przy czym p+py+...=1.
Zmienna losowa przyjmuje nieskonczong ilos¢ dyskretnych wartosci

Proéba Bernoulliego i rozklad dwumienny

= Préba Bernoulliego to sekwencja powtérzen n razy tego samego eksperymentu
losowego, w wyniku ktérego mozemy uzyskac jeden sposréd dwaoch wynikéw,
2zwanych jako ,sukces” i ,porazka”.
Muszg by¢ spetnione dwa warunki:
1. Powtdrzenia sg niezalezne
2. Prawdopodobienstwo sukcesu jest takie samo we wszystkich powtdrzeniach.

Przyktad: n-krotny rzut moneta.

Rozktad dwumienny (dwumianowy) (zwany w Polsce rozktadem Bernoulliego)
Zmienna losowa X oznacza liczbg osiggnigtych sukceséw w n-elementowej probie
Bernoulliego.

S$x={0,1,2,....n}

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X, przyjmujacej wartosci k Sy jest postaci

P =|"|pra-py*
e ( —kp( r

Rozktad dwumienny

Uzasadnienie:

Niech zdarzenie S oznacza osiggnigcie sukcesu w pojedynczym
eksperymencie.

Niech zdarzenie P oznacza osiggnigcie porazki w pojedynczym
eksperymencie.

Woynik préby (zdarzenie A) opisujemy jako n-elementowy cigg wynikéw
pojedynczych eksperymentéw

np. A={S,PS,S,...,P,P,S}

Prawdopodoblenstwo uzyskania pojedynczego ciggu w ktérym
wystapito k sukcesow to P(A)=pK(1-p)"* (niezalezno$¢ prob)

llo$¢ ciggdw sprzyjajacych wystgpieniu k sukceséw to[ | (kombinacja
bez powtérzen)
Zatem (roztgcznos$¢ ciggow)

Pk = [ZJP(A) = mp* a-py

Rozklad dwumienny

= Rozktad ten jest poprawnie unormowany:

if’x (k)= Z (Z]p" (1=p)™ =(p+A=-p)'=1"=1
k=0 k=0

220 pes 220 pos
™ EY EY
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Rozktad dwumienny
= Warto$¢ oczekiwana w rozktadzie dwumianowym E(X)=np.
= Wariancja w rozktadzie dwumianowym var(X)=np(1-p)

= Dystrybuanta F, (x) = ZP (k) (dystrybuanta jest okreslona na
zbiorze mqglym) 0

= Moda —zalezy od n i p, moga to by¢ dwie wartosci k (jest tak dla
(n+1)p catkowitego, wtedy moda to k=(n+1)p i k=(n+1)p-1).

= Rozktad wielomianowy — wiele mozliwych wynikéw pojedynczego

eksperymentu, zachodzacych z dowolnymi prawdopodobienstwami.

Zachowujemy stato$¢ prawdopodobienstw w kolejnych prébach i
niezalezno$¢ prob. Opisujemy P(kq,ky,...).

Rozktad geometryczny

= Zmienng losowg jest ilo$¢ préb potrzebna do uzyskania sukcesu w
nieskonczenie dtugiej prébie Bernoulliego.
Zbiér wartosci Sy={1,2,3,...}
Rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X, przyjmujgcej wartosci
keSy jest postaci

P(k)=P(X =k) = P({444..A4}) = (1-p)~ p=¢""'p

gdzie A oznacza uzyskanie sukcesu w pojedynczej probie.
Normalizacja:

ZP = Zq‘ 'p= qu* R A D s
k= k=] k=l T ] _q p

= Warto$¢ oczekiwana w rozktadzie geometrycznym E(X)=p'!

= Wariancja w rozktadzie geometrycznym var(X)=(1-p)p2
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Rozklad geometryczny

0z

™

= Dystrybuanta (dla uproszczenia zapisu tylko w argumentach
catkowitych)
n | B l—g" 1—g" B
o =3 Pk = p+g+q* 4.t gy = pm - 200D
=l ﬂ’d—' I-q P
czyli

P(X >n)=1-Fy(m)=1-(1-¢") =¢"

Rozklad geometryczny

= Zmienna losowa X o rozktadzie geometrycznym posiada wtasno$¢
L,braku pamigci”
Vk,je{l,2,...}: Py (X>k+j|X>j))=P(X>k)
czyli wezesniejsze wyniki nie wptywajg na nastgpne.
Dowad:
P(X>k+ /| X>j)= P({X>k+/}m{X>/}): P(X >k+j) _
P(X > j) P(X > j)
_ . (1 ki k+j
S A ) 12000 D 9y - =1 F ()= PX > )
1-Fe(j) 1-(0-¢) ¢

Jest to jedyny dyskretny rozktad prawdopodobienstwa o tej
wiasnosci.

= Istnieje réwniez mozliwo$¢ zdefiniowania rozktadu geometrycznego
jako rozktadu zmiennej — liczby rzutéw przed osiggnigciem
pierwszego sukcesu. Wtedy S,={0,1,2,...} i Px(k)=(1-p)*p.
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Rozktad Poissona Rozktad Poissona
Rozktad Poissona dla wybranych wartosci parametru &
= Opisuje prawdopodobienstwo zajécia k sukceséw w okreslonym przedziale _ »
czasu, jezeli znamy $rednig czestotliwo$¢ wystgpienia sukcesu, a czas o o
oczekiwania na sukces podlega rozktadowi wyktadniczemu. o2 025
A o o
pX(k):ie 2 os| as|
k! o0 ol
gdzie A to parametr rozktadu, a k={0,1,2,...} E ¥ ] A 0 E T n + T
Warto$¢ oczekiwana w rozktadzie Poissona E(X)= & 52
Wariancja w rozktadzie Poissona var(X)= & w
Zastosowania: liczba ludzi pochodzacych do kasy w supermarkecie w ol
okreslonym przedziale czasu (np.2 minut), liczba wej$¢ na strong
internetowg w okreslonym przedziale czasu, liczba rozpadéw jader oss|
atomowych, liczba mutacji DNA, liczba wypadkéw lotniczych w ciggu roku,
liczba sprzedanych sztuk drogiego towaru, (duza prébka i rzadkie zjawisko) s B !
9 10
‘ Rozklad Poissona — rcahzaqa numeryczna ‘ Przyktad: rozktad Poissona jako granica rozkladu
e dwumianowego dla duzych n, malych p, in-p=const= A
dlax<0  F(x)=0 Py (k)= rThd ) > ) 5
Ustalamy 1 da0<x<l Fy(x)=Pk=0)=c" ’ . - n) - _A
‘ q=exp(-1), k=0, s=q, p=q ‘ dla1€x<2 Fy(x)=Pk=0)+P(k=T)=c" + 1 Rozkiad dwumianowy: B/ = F, (X = k)= k p(1=p) Bloy= Pl
- RN dla k=0
dla2<x<3 Fy(x)=e™ +ie += 7 5 7[2]‘),‘“7”)” Ceepy=(1-2) lim ,7!‘“}?(1
; < Fe()=et +ae + L pet v Lt )
Generuj u(0,1) dazssd fil=e PR dla dowolnych k i k+1
(rozktad jednorodny) [ ) prg - pyeen
Bl _ \HIJP o LRk nk p  mpepk
dlak=0 g=c* e B [n\ T e 1 A S R e Ty
s cge e ‘Jn a-p)
dlak=1 s=et+det = F(l) N
——* Zwroe k
Kok+1 dlak=2 x:e‘ucw%)fg/zr\(z)
p—p*Alk T dlak=3 et \—F\a»f%fwzf\m ISR lim B = Alim B) = 4e™* = P, (X =1)
s> stp 1 e e
=2)
. L . . oA A2 ANt _ opis ,zjawisk
Istniejg zwigzki pomigdzy rozktadami; - lim B,y = im B TR =PhX=k+D) rzadkich”
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