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Poprzednim razem ‘ Estymacja punktowa
= Statystyka (w dwéch znaczeniach) = Nieobcigzony
Dow: niech wszystkie X; pochodza z populacji o E(X)=X,
= Estymatory punktowe 1
T (E(X) E - 1 1 1 1 1
- nf E[ =) % [==D E(X)==DE(X)==3 X,==nX, =X,
1 o o L= N N N n
T((X)=5(X)= mizl(i—X) - Zgodny

= Estymatory przedziatowe PQY— E(X)‘ > g): PQY— E(Y)‘ > s)s var(X)/e? =var(X)/(ng?)

Przedziat ufno$ci, poziom ufnosci

Dla E(X) przy znanym o(X) lim PQY— E(X)‘ > g): Iim(var(X)/(ngz)):O \

- 1 - 1
P| X-—=0(X)Z,,, <E(X)<X+—=0(X)Z,, |= . -
ﬁg( )“7’ () <x+ no( )%J 4 = Najbardziej efektywny va>0: P(\X—ylZa)SZ—j
Nierownos¢ Czebyszewa-Bienayme
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‘ Estymacja punktowa Estymacja przedzialowa wariancji
_ — - . I Twierdzenie: Statystyki
w2 - ) - 25 - ¢ TSy
= n-1)S3(X 18 -,
Y= X)=—Y (x-X
e v 00 s L%
:7E[(ZX-](Z xlD—X[f ( > xx +Zx ] = ma rozktad %2 (Chi-kwadrat) o n-1 stopniach swobody. Ten rozktad
n i = n” i=den je nie jest symetryczny wzgledem x=0.
[ lex‘JJr—E(ifo = ZE(X)E(X)+7E( ) X¢=
[Elry ] n = =10
-1 1
”(” 20D ooy + 2e(x7)-x f;[(n—lxs(xw+E(XZ)—n(E(X»Z]=
:%[E (x?) —(E(X))Z]:%var(x)
« Czyli var(i):lvar(x) = a(?):ia(x)
: —h @
= Ostatecznie przyjmujemy X, = X io‘(X) R
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‘ Estymacja przedzialowa wariancji ‘ Estymacja przedzialowa odchylenia
w1 | 0 standardowego
P[lg"é‘(él]z;‘]:y 7L ! 1; é)
[ 2 o 1)522()() to kwantyle rozkiadu Z estymacji przedziatowej wariancji otrzymujemy
P lﬂf‘< 5 SXE'IJZV Chi-kwadrat o n-1 2 3
: X : stopniach swobody P I(n;llsm(X) <o(X)< I("’;Z‘SM(X) =y
ity o
~1)s%(X 1)$°(X 2 V 2
P{(n zl""( ) i) <0 11"‘( )] , 2 2
IT 17 Czyli przedziat ufnoséci dla odchylenia standardowego dany jest przez:
_ 2
b I(n—llsz(x)ga(x)é [(n-1)s%x) -, 0= (AU ey - [02DS° ‘( )
o ,2,'17] X1y l]
2 2 d
2 2
7 r (0) = D) 2 ar () - OIS K)
1y 2y
2 2
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| Znajdowanie estymatorow
— metoda najwickszej wiarygodnosci

Idea: To co zaobserwowali$my byto najbardziej prawdopodobne
sposrod wszystkich mozliwych préb.
Prawdopodobienstwo wylosowania proby x;,Xs,...X,

n
P(X: Xz, X,) =H f (Xu;guezw'v'gp)dxi

i=1
Funkcja (najwigkszej) wiarygodnosci
- n
L(t91,492,...,t9p) = H f(x,;@l,ﬁz,...,ﬁp)

i=1
Metoda najwigkszej wiarygodnosci polega na szukaniu warto$ci
parametréw 6;,60,,...,6,, dla ktérych funkcja najwigkszej
wiarygodno$ci osigga maksimum.

Tak otrzymane warto$ci przyjmujemy za estymatory parametrow
6,,6,,..,0,
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‘ Metoda najwickszej wiarygodnosci

= Uwaga: czgsto wygodniej szuka¢ maksimum funkcji

L(,.0,....

L(6.,0,...

0,)=1n(C(0.0,,...,6,))
6,) nazywamy (logarytmiczna) funkcja (najwigkszej)

wiarygodnosci.

Estymatory otrzymane metodg najwigkszej wiarygodnosci sg
zgodne, asymptotycznie nieobcigzone i asymptotycznie najbardziej
ktywne.

efel

= Przyktad: Estymatory parametréw rozktadu normalnego.
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Metoda najwigkszej wiarygodnosci - przyklad: Metoda najwickszej wiarygodnosci - przyklad:
estymatory parametréw rozkladu normalnego estymatory parametréw rozkladu normalnego
= Poréwnujemy pochodne do zera; wiemy, ze 6, #0
= Szukamy estymatorow parametrow 6, i 0, rozktadu fx(x):ﬁe 770 N Z(X _0)20 - (ZX =0 > @:%Z“:X.
= Majgc do dyspozycji probe (x;,%,,...,X,) budujemy logarytmiczna funkcje najwiekszej a =
wiarygodnosci %:0 -
-y . 96,
T2 _ n 1&
0,6,) = nm{, “ena —?Jrg,Z(xf =0 /0, - i,z =n > EZ(X,—G) =0
5 i=1 i=1
- Y eear n = Ostat
=In(0) =In((27) 26;" ** 2 )=-3In(27) - nin(g,) 72%2(& -6)? statecznie prayimuemy
i =12 % =%
= | szukamy jej maksimum % =0 % =0 i-1
T () =22 (% =0)* =32 (% ~T, () =+ 2 (%~ %)
&= 2(,,ZZ(x -6)(-1)= ,,22(x -6) ()R- ar 3T @) =
al T,(6,)=
ﬁ %,ngZ(x -9y =3 +E;(x‘,9‘)2 4(6,)
" (prosze sprawdzié drugie pochodne) = Sagto te same estymatory jakie wynikajg z metody momentéw; estymator wariancji jest
obcigZony.
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Znajdowanie estymatorow | Metoda najmniejszych kwadratow
— metoda nai mniei SZyCh kwadratéw = Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,y,,....Y.
. . lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez @)?
= |dea: Szukamy estymatora parametrow 6, 0,,...,6, wystepujacych
w rownaniu Rozpatrzmy g(Y ) 9): Yy, -0
9VLY2--Yni @16, 6,)=0, ) _
gdzie (Y1,Yz.--..Yx) to wynik n-elementowej proby. Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.
= Metoda najmniejszych kwadratéw polega na szukaniu wartosci Y
parametrow ©,,6,,...,6,, dla ktérych funkcja
2
n
> w(9(y,:6.6,.....6,)) e o o o oo
i-1
osigga minimum. Wspétczynniki liczbowe w; okreslajg wage jakg
przyktadamy do kolejnych wartosci y;, mogq by¢ to na przyktad
odwrotnosci kwadratéw btedéw pomiaru vy;.
Tak otrzymane warto$ci przyjmujemy za estymatory parametréw )
@1,@2,“.,@,, . 1 2 3 4 5 Nr pomiaru
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‘ Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,ys,...,Ys.
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez @)?

Rozpatrzmy
g(v.0)=y,-0
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.

Y

1 2 3 4 5 Nr pomiaru
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‘ Metoda najmniejszych kwadratéw

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,Ys,....Y.
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez @)?

Rozpatrzmy
g(v.0)=y,-6
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.

Y

Nr pomiaru
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‘ Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujac wartosci y,,ys,...,Yn-
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez @)?

Rozpatrzmy
g(v.0)=y,-0
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.

Y

1 2 3 4 5 Nr pomiaru

RPIS 2024/2025 15

‘ Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujac wartosci y,,ys,...,Yn-
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez ©)?

Rozpatrzmy
g(v.0)=y,-6
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.

Y

©? &

Nr pomiaru
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| Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,Ys,...,Ys.
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez ©@)?

Rozpatrzmy
o(Y.0)=y,-0
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,®)=0.

Y

0?

1 2 3 4 5 Nr pomiaru
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| Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,y,,....Y.
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez ©)?

Rozpatrzmy
g (Y ’ 9) =y,-0
Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,®)=0.

Y

Nr pomiaru
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‘ Metoda najmniejszych kwadratow

= Np. zmierzono n razy zmienng Y uzyskujgc wartosci yy,ys,...,Ys.
lle wynosi prawdziwa warto$¢ zmiennej Y (oznaczamy jg przez @)?

Rozpatrzmy g(Y,H): y,—6

Gdyby pomiar byt doktadny to g(Y,©)=0.
W praktyce minimalizujemy
n

Su-or - j—&@(y.fe)ﬂ?&(y.fe)
2Y(y-0)=0  1:(-2)
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‘ Metoda najmniejszych kwadratéw

= W ogolnym przypadku estymatory pochodzgce z metody
najmniejszych kwadratéw nie majg optymalnych wiasnosci (nawet
asymptotycznie).

Wyjatki:

= Wyniki pomiaru y; majg rozktad normalny i sg nieskorelowane:
wtedy metoda najmniejszych kwadratéw jest rownowazna metodzie
najwiekszej wiarygodnosci.

= Szukane parametry sg liniowymi wspoétczynnikami w funkciji regresiji.
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‘ Funkcja regresji

= Funkcja regresji | rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X
nazywamy warunkowg warto$¢ oczekiwang E(Y|X) traktowang jako
funkcje zmiennej X. T

e ! EQVIX =)= [yf (v I0dy

fx (Y1X) = fy (6 9) £ ()

= Tw: Warto$¢ oczekiwana kwadratu odchylert zmiennej losowej Y od
dowolnej funkeji u(X) jest minimalna gdy u(X)=E(Y|X)

EL(Y ~u(X)* 12 E[(Y ~E(Y | X))’]

‘ Funkcja regresji
Jy fo (YD) (y—u(x)* =
= [y £ (Y1) (v~ EQY 1 X)+ EQY | X)~u(x))* =
= [y fu (v 1Ol —EQY 1X0)+

+2(y—EQ ] XONECY [X)-ulx)+ (ECY [ X)-u(x)’]=

= [dy 0 (y19ly — ECY 1 X0)2 + (ECY | X) ~u(x))? ]+
+2(EQY [ X) =G dy i (y [y~ EQY | X)) =
= [dy (v 19y~ ECY 1 X0)2 + (ECY | X) ~u(x))? ]+

Oy = [[xdy oy () (5 U’ = F2(E0 1O -u0[dy fu (v 1)y~ EQY O] dy e (y10)]
, = Jay f (v 10lly = EQY 1X0)7+ (ECY 1 X) -u()’J+
= HdXdy fx () fv|>< (YIx) (y=u(x))* = +2(E(Y | X)—uG)[EY | X)—E(Y | X)-1]=
= [dx £, () [dy i (v 1) (y—u(x))* = = [y e (Y DOy —EQY 1))+ (ECY | X) -u()?]
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| Funkcja regresji

= Zatem

ELCY —u(X))*1= [dx £, 00 [ dy f, (Y10 (y—u(x))’ =

= [ £, () [y fy (v DOLY — ECY 1 X))+ (ECY | X) - u(x))?] =
= [[axdy £, () fu (y 0Ly —ECY [ X)) )+

+ [[eedy £, (%) fyp (y IO[EY 1 X)-u(x))]2

> [[axdy £, () f (y |0y —ECY [ X0)2]=

= [[axdy ., x Wy - EC X)) ]=E[ty ~E(v 1 %))7]

= Pozwala to szukaé funkciji u(x), zaleznej od pewnych parametrow,

aproksymujacej funkcje regres;ji | rnodzaju E(Y|X) przez minimalizowanie
kwadratow odchylen u(x) ody: . (¥; —U(X,))?

i=1
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Liniowa funkcja regresji 11 rodzaju

= Liniowa funkcja regresiji Il rodzaju przybliza liniowo E(Y|X)
E(Y|X)~u(x)=ax+b

= Regresja krzywoliniowa to nieliniowa funkcja u(x) przyblizajgca
E(Y|X), ktorej parametry znajdujemy korzystajac z metody
najmniejszych kwadratow.

= Przypadek I:
Parametry 6),0,,...,6, wchodzg do u(x) liniowo, np. jako
wspotczynniki wielomiandw, wtedy dostajemy uktad rownan
liniowych.
Esymatory @,,0,,...,6, pochodzgce z metody najmniejszych
kwadratéw sg nieobcigzone, najbardziej efektywne i sg liniowymi
funkcjami y;. Te witasnosci nie zalezg od rozktadu zmiennej Y i sg
spetnione nawet dla niewielkich préb.

= Przypadek II:

Parametry u(x) wchodza do niej nieliniowo, wtedy dostajemy uktad
réwnan nieliniowych.
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