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Podsumowanie: przestrzen probabilistyczna

Formalnie eksperymenty losowe opisujemy zatem za pomocg
trzech elementéw:

I: Przestrzen prébek Q (zbidr zdarzen elementarnych)

II: Przestrzen zdarzen losowych: zbiér podzbioréw przestrzeni Q
prébek z dotgczonym zbiorem pustym (o-ciato)

I1I: funkcja prawdopodobienstwa P(A)
np. obliczane poprzez (klasyczna definicja
prawdopodobienstwa) ze wzoru
(wiczenia)
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| Aksjomatyczna definicja
prawdopodobiefistwa

Kazdemu zdarzeniu A w przestrzeni probek Q
przyporzadkowujemy liczbe rzeczywistg P(A)
zwang prawdopodobienstwem, tak by miata ona

nastepujgce wtasnosci:
L VAcQ P(A)=0
I: P(Q)=1

II: Jezeli A,,A,,... jest ciggiem rozigcznych zdarzen

o P(UAK):;P(AO
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‘ Whnioski z aksjomatéw
1. P(A)=1-P(A)
Dow: {KuA:Q {P(Z\uA):l
ANA=0 P(AUA) = P(A)+P(A)
- P(A)+P(A)=1 — P(A)=1-P(A)
2. P(A<1

3. P(p)=0 a
4. AcB=P(A)<P(B)

Dow: @
ow B

B=AU(ANB) — P(B)=P(A)+P(ANB)
— P(A)=P(B)-P(AnB)<P(B)

Whnioski z aksjomatow

5. Dla dwdch zdarzen roztgcznych: P(AU B) = P(A)+ P(B)
6. Dla dwdch dowolnych zdarzen:
P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

Dow:

A=(ANB)U(ANB) B=(AnB)U(ANB)
P(A)=P(AnB)+P(AnB) P(B)=P(ANB)+P(ANB)
P(AnB)=P(A)-P(AnB) P(ANB)=P(B)-P(ANB)

AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB)

P(AuB):P((AnE)u(AnB)u(AnB))=P(An1§)+P(AnB)+P(AnB)=

=P(A)— P(ANB) + P(ANB) + P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Whioski z aksjomatéw Przypisywanie prawdopodobiefistwa
7. Dla trzech dowolnych zdarzen: zdarzeniom:
P(AUBUC) =
P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
Dow:
BC=BUC Klasyczna definicja prawdopodobienstwa P(A) =

P(AUBUC)=P(AUBC) = P(A)+P(BC)-P(ANBC) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P(AN(BLC)) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P((ANnB)U(ANC)) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P(ANB)-P(ANC)+P(AnBNANC) =
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P(ANB)-P(ANC)+P(AnBNC)

8. Dla wiekszej liczby zdarzen

P[OA]:iP(A)— 3 P(A r\A‘)+...+(—l)”“P[ﬁ/-\]

1sicjen i=1

(dowdd indukceyjnie)
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Ol >l

gdzie K to ilo$¢ rownoprawdopodobnych zdarzen
elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A,

za$ Q to ilo$¢ wszystkich zdarzen elementarnych w
przestrzeni Q.

Obliczamy np. kombinatorycznie lub drzewkiem
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| Prawdopodobienstwo geometryczne

Prawdopodobienstwo geometryczne — miarg ilo$¢ zdarzen
elementarnych odpowiadajgcych zdarzeniu A i przestrzeni
zdarzen Q sg pola (objetosci) odpowiednich figur (bryt)
geometrycznych (np. wyznaczenie liczby r, igta Buffona).

Paaaras = 4R?
P =7R?

ola
2
P(trafienia) = L:’ =

z
4 4

N,

P(trafienia) = —=f.
proo

_4N

afien

N

prob
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Igta, a w zasadzie patyczek, Buffona

Rzucamy patyczkiem o dlugosci 2L na podioge z desek (nieskonczenie dtugich).
Odlegtos¢ pomiedzy deskami wynosi 2A, zaktadamy L<A.

lle wynosi prawdopodobieristwo zdarzenia: losowo rzucony patyczek przetnie
krawedz desek ?

Do opisu potozenia patyczka uzywamy dwéch zmiennych:
X — odlegtos¢ srodka patyczka do najblizszej krawedzi powyzej Srodka patyczka.
o — kat (jak narys.)

2A

2A
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Igla, a w zasadzie patyczek, Buffona Paradoks Bertranda
Rozwazmy sytuacje 0<x<A, 0<a<n Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cigciwe AB.
Cata przestrzen Q: prostokat o wymiarach A*n Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze cieciwa bedzie dituzsza niz bok tréjkata
Przecigcie krawedzi zajdzie dla x<Lsin(a)  (y= Lsin(c) ) rownobocznego wpisanego w ten okrag ?
! N L*sin(or) Rozwigzanie I:
x‘: A Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybor kata na ktérym oparta jest cieciwa
i Q
A i Y ;
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
777777777777777777777777777 0o n
F :J’D 1-sin(a)da = -1 -cos(a)|, =—1-(-1- =2l B
Q=Ax Co stanie sie A
e . F 2 jezeli dopuscimy
P(przecigcie krawedzi) = ﬁ = Ax _A<x<A?
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Paradoks Bertranda Paradoks Bertranda
L - Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cigciwe AB.
Na okregu o promieniu R=1 skonstruowano losowo cieciwe AB. L - o . L " o
. L ) ) A . .. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cigciwa bedzie dtuzsza niz bok tréjkata
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cigciwa bedzie diuzsza niz bok trojkata réwnobocznego wpisanego w ten okrag ?
réwnobocznego wpisanego w ten okrag ?
R . ie I Rozwiazanie III:
ozwmzanl.e . — ) L . Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybér punktu wewnatrz kota, ktéry bedzie
Za zdarzenie (Z) przyjmujemy wybor odlegtosci $rodka okregu od cigciwy srodkiem cigciwy przechodzacej przez punkt i prostopadtej do promienia
A _ —
Q-[oR-1] » 0-1 Q=KOY - Q=z7
A z-x[o} P
> A - (2) - ’”[2)
=
B Q 7 4
oL
B B
Sposob losowania jest wazny ! Rézne sposoby nie sg réwnowazne !
RPIS 2024/2025 11 RPIS 2024/2025 12
11 12




10/11/2024

‘ Prawdopodobier'lstwo warunkowe Prawdopodobiedstwo warunkowe
Sytuacja: A,B — to dwa zdarzenia w przestrzeni prébek
Q zwigzanej z kapewmentem E, P(BPO- w wyr'nku = A- zdarzenie polegajace na wylosowaniu ,4”
prze?ro"(‘j’adzen_'a gksi)erymentu E stwierdzamy, ze = B - zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby parzystej
zaszto zdarzenie B. 0={1,2,3,45,6}
Prawdopodobienstwo warunkowe to liczba A={4}
P(ANB B={2,4,6} — P(B)=1/2 1
P(A|B)= ‘(P(g) ) P(B)>0 AnB=(4) — PANBI=G  PUIE) = PR
Traktujgc B jako Q
Powyzsza definicja jest zgodna z definicjg Qri(zujfg} jako £ mamy
aksjomatyczng prawdopodobienstwa. A=)
Odpowiada ona prawdopodobienstwu zdarzenia A w iodrazu P(A|B) =3
przestrzeni prébek ograniczonej do zdarzenia B.
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‘ ZgOdl’lOéé 7 aksjomatami ‘ Kilka wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego
P(ANB
= Aksiomat|( P(A)>0 ) ‘P(A‘ B)f% P(B)>0
P(A|B)>0 gdyz P(ANB)=0AP(B)>0 . . .
= Aksjomat Il ( P(Q)=1 ), teraz B jest przestrzenig probkowania = Kazde prawdopodoblenstwo jest warunkowe
P(B|B)=1 gdyz P(B|B)=FECB_PE)_, P(A)=P(A|Q)
P(B)  P(B) = AnB=¢= P(A|B)=0
= Aksjomat lll (A roztaczne: P(|JA) =2 P(A) e P(A)
¥ K s ACB=P(A|B)=—2
PAUAIIB)=X P(A1B) gdyz P(JA)IB)= P(B)
X C K = BcA=P(A|B)=1
P B) P B P B
_PUAINE) PAUJANE) X PANE) = P(A|B) > P(A) = P(B| A) > P(B)
P(P;(\B: 0 PE PE = Nie ma zaleznosci pomiedzy wartosciami P(A) i
:Zk:W:Zk:P(Ak |B) P(A|B).
= Mozna budowa¢ bardziej skomplikowane relacje.
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Kilka wlasnosci prawdopodobienistwa warunkowego ‘ Partycja przestrzeni prébek
P(A|B)>P(A)= P(B|A)>P(B) Zbiér zdarzen B, k=1,2,...,n tworzy partycje przestrzeni
Dow: probek Q jezeli:
P(AIB)>P(A) = P;’?/L?%l bviz BB =¢
P(ANB)=P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A s, -0
(ANB)=P(A|B)-P(B) = P(B] A)- P(A) oo ‘ .
P(B|A) np. zdarzenie A i przeciwne do niego zdarzenie Q\A tworzg

P(A|B)=P(A)- P(B) partycje przestrzeni Q.
Zat: zbiory B,,...,B,, tworza partycje przestrzeni Q, Vi: P(B;) > 0
P(AIB) = P(BIA) = P(BIA) >1 = P(B|A)>P(B) a zdarzenie Ac Q. Wtedy zachodzi reguta catkowitego
P(A) P(B) P(B) prawdopodobienstwa:

h P(A)= 3 P(AB) =Y P(AIB)P(B)
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‘ W2zor Bayesa
Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego
P(AnB)=P(A|B)P(B) dla P(B)>0
P(AnB)=P(B|A)P(A) dla P(A)>0
Lacznie otrzymujemy wzér Bayesa

P(A|B)P(B)

P(A)

Stosujgc powyzsze dla B=B, tworzacego partycje

przestrzeni Q) dostajemy

P(B,nA) _ P(A|B)P(B,)

P S p(aB)P(EB)

P(BIA) =

P(Bk | A) =
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| Wzbr Bayesa

Prawdopodobienstwo a priori — prawdopodobienstwo
zdarzenia przed wprowadzeniem dodatkowej informacii
Prawdopodobienstwo a posteriori — prawdopodobienstwo
zdarzenia po wprowadzeniu dodatkowej informacji

Przykiady:

I. Losowanie kul z urny
Il. Test medyczny (¢wiczenia)
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Przyklad: Losowanie kul

W urnie jest 6 kul, biate i czarne (co najmniej jedna biata i co najmniej jedna
czarna). lle jest kul biatych, a ile czarnych ?

Niech M; — uktad z i kulami czarnymi w urnie
Apriori P(M;)=1/5=0.2

Losujemy dwie kule i obie okazujg sig biate (zdarzenie BB).
i ?
Jak teraz oszacujemy P(M;) 7 P(BB|M,)-P(M,)

ale P(BB\M,):%%:%:OBW P(M, [BB) = P(BB)
peeim)-32-Z 04
peaimy-32- 502
P(eBIM,)-2.2- 2 0067 > P(BB)=3P(BBIM,)-P(M)=
P(BB‘MS):%%:%:Q =0.667-0.2+0.4-02+...+0-0.2 = 0.2668
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Przyklad: Losowanie kul cd

Zatem prawdopodobienstwa a posteriori

P(BB|M,)-P(M,)

P(M, | BB) =
(M; | BB) P(BB)
p(M,|88) = 28702 _ 59
0.2668
p(M, | BB) = 2492 30
02668
p(m, 188)= 2202 415
0.2668
p(M,|88)= 205702 _ o5
0.2668
0-02
p(M,188)=-222 _ .00
(M 188) 0.2668

Prawdopodobienstwa a posteriori sg rézne od tych a priori
* Prawdopodobienstwa sg rézne dla réznych uktadéw poczatkowych M;
« Niektdre uktady zostaty wykluczone

RPIS 2024/2025 22

21

22



	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7: Prawdopodobieństwo geometryczne
	Slajd 8: Igła, a w zasadzie patyczek, Buffona
	Slajd 9: Igła, a w zasadzie patyczek, Buffona
	Slajd 10: Paradoks Bertranda
	Slajd 11: Paradoks Bertranda
	Slajd 12: Paradoks Bertranda
	Slajd 13: Prawdopodobieństwo warunkowe
	Slajd 14: Prawdopodobieństwo warunkowe
	Slajd 15: Zgodność z aksjomatami
	Slajd 16: Kilka własności prawdopodobieństwa warunkowego
	Slajd 17: Kilka własności prawdopodobieństwa warunkowego
	Slajd 18: Partycja przestrzeni próbek
	Slajd 19: Wzór Bayesa
	Slajd 20: Wzór Bayesa
	Slajd 21: Przykład: Losowanie kul
	Slajd 22: Przykład: Losowanie kul cd

